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В прошлый раз...

Утверждение. Пусть

𝐵(𝑡) ≡ 𝑒𝑖𝐻𝐵𝑡𝐵𝑒−𝑖𝐻𝐵𝑡 =

∫︁
𝑑𝑘𝑔𝑘(𝑒

−𝑖𝜔𝑘𝑡𝑏𝑘 + 𝑒𝑖𝜔𝑘𝑡𝑏†𝑘)

— свободная эволюция 𝐵, а

𝑥(𝑡) ≡ 𝑒𝑖𝐻𝑡𝑥𝑒−𝑖𝐻𝑡

— гейзенбергоская эволюцию коориднаты 𝑥, тогда

𝑚𝑥̈(𝑡) + 𝑉 ′(𝑥(𝑡))−
∫︁ 𝑡

0
𝑑𝑠𝐷(𝑡− 𝑠)𝑥(𝑠) = 𝐵(𝑡),

где

𝐷(𝑡) = 2

∫︁
𝑑𝑘𝑔2𝑘 sin𝜔𝑘𝑡
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Модель Калдейры-Легетта

Также как и для спин-бозона можно ввести спектральную
плотность

𝐽(𝜔) =

∫︁
𝑑𝑘𝑔2𝑘𝛿(𝜔 − 𝜔𝑘), 𝜔𝑘 > 0

𝐷(𝑡) = 2

∫︁ ∞
0

𝑑𝜔𝐽(𝜔) sin𝜔𝑡

𝐷th(𝑡) = 2

∫︁ ∞
0

𝑑𝜔 cth
𝛽𝜔

2
cos𝜔𝑡𝐽(𝜔)
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Модель Калдейры-Легетта

В случае квадратичного потенциала 𝑉 (𝑥) = 1
2𝑚𝜔2

0𝑥
2, имеем

𝑚𝑥̈(𝑡) +𝑚𝜔2
0𝑥(𝑡)−

∫︁ 𝑡

0
𝐷(𝑡− 𝑠)𝑥(𝑠) = 𝐵(𝑡),

В этом случае уже исходный гамильтониан является
бесконечно-мерным обобщением унитарной динамики с
квадратичным гамильтонианом, рассмотренной ранее. В
частности, если начальное состояние системы и резервуара —
гауссовское, то оно сохраняется в процессе эволюции, кроме
того, редуцированная динамика — также гауссовская.
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Модель Калдейры-Легетта

Утверждение. Пусть 𝑋1,2(𝑡) — решения (скалярного)
уравнения

𝑚𝑋̈(𝑡) +𝑚𝜔2
0𝑋(𝑡)−

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝑠𝐷(𝑡− 𝑠)𝑋(𝑠) = 0

с начальным условием 𝑋1(0) = 1, 𝑋̇1(0) = 0 и 𝑋2(0) = 0,
𝑋̇2(0) = 1, тогда

𝑥(𝑡) = 𝑋1(𝑡)𝑥(0) +𝑋2(𝑡)𝑥̇(0) +
1

𝑚

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝑠𝑋2(𝑡− 𝑠)𝐵(𝑠).
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Модель Калдейры-Легетта

Доказательство. Преобразование Лапласа
𝑥̃(𝑝) =

∫︀∞
0 𝑑𝑡𝑒−𝑝𝑡𝑥(𝑡) уравнения

𝑚𝑥̈(𝑡) +𝑚𝜔2
0𝑥(𝑡)−

∫︁ 𝑡

0
𝐷(𝑡− 𝑠)𝑥(𝑠) = 𝐵(𝑡)

имеет вид

𝑚(𝑝2𝑥̃(𝑝)− 𝑝𝑥(0)− 𝑥̇(0)) +𝑚𝜔2
0𝑥̃(𝑝)− 𝐷̃(𝑝)𝑥̃(𝑝) = 𝐵̃(𝑝),

тогда

𝑥̃(𝑝) =
1

𝑚(𝑝2 + 𝜔2
0)− 𝐷̃(𝑝)

(𝐵̃(𝑝) +𝑚𝑥̇(0) +𝑚𝑝𝑥(0))
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Модель Калдейры-Легетта

При 𝐵̃(𝑝) с соответствующими начальными условиями, имеем

𝑋̃1(𝑝) =
𝑚

𝑚(𝑝2 + 𝜔2
0)− 𝐷̃(𝑝)

𝑝

𝑋̃2(𝑝) =
𝑚

𝑚(𝑝2 + 𝜔2
0)− 𝐷̃(𝑝)

тогда

𝑥̃(𝑝) = 𝑋̃1(𝑝)𝑥(0) + 𝑋̃2(𝑝)𝑥̇(0) +
1

𝑚
𝑋̃2(𝑝)𝐵̃(𝑝)

После обратного преобразования получаем требуемое.
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Модель Калдейры-Легетта

𝑥(𝑡) = 𝑋1(𝑡)𝑥(0) +𝑋2(𝑡)𝑥̇(0) +
1

𝑚

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝑠𝑋2(𝑡− 𝑠)𝐵(𝑠)

В случае ⟨𝐵(𝑡)⟩ = 0 (в частности, в случае равновесного
резервуара)

⟨𝑥(𝑡)⟩ = 𝑋1(𝑡)⟨𝑥(0)⟩+𝑋2(𝑡)⟨𝑥̇(0)⟩

𝑥(𝑡)− ⟨𝑥(𝑡)⟩ = 𝑋1(𝑡)(𝑥(0)− ⟨𝑥(0)⟩) +𝑋2(𝑡)(𝑥̇(0)− ⟨𝑥̇(0)⟩)+

+
1

𝑚

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝑠𝑋2(𝑡− 𝑠)𝐵(𝑠)
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Модель Калдейры-Легетта

Пусть в начальные момент времени система и резервуар
некоррелированы, тогда

⟨(𝑥(𝑡)− ⟨𝑥(𝑡)⟩)2⟩ =
= (𝑋1(𝑡))

2⟨(𝑥(0)− ⟨𝑥(0)⟩)2⟩+𝑋2(𝑡)⟨(𝑥̇(0)− ⟨𝑥̇(0)⟩)2⟩+
+𝑋1(𝑡)𝑋2(𝑡)⟨{𝑥(0)− ⟨𝑥(0)⟩, 𝑥̇(0)− ⟨𝑥̇(0)⟩}⟩+

+
1

𝑚2

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝑠1

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝑠2𝑋2(𝑡− 𝑠1)𝑋2(𝑡− 𝑠2)⟨𝐵(𝑠1)𝐵(𝑠2)⟩,

где ⟨𝐵(𝑠1)𝐵(𝑠2)⟩ определяется 𝐷(𝑡) и 𝐷th(𝑡) в случае
равновесного резервуара.
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Модель Калдейры-Легетта

Аналогично, можно вычислить ⟨(𝑥̇(𝑡)− ⟨𝑥̇(𝑡)⟩)2⟩ и
⟨{𝑥(𝑡)− ⟨𝑥(𝑡)⟩, 𝑥̇(𝑡)− ⟨𝑥̇(𝑡)⟩}⟩, что однозначно задаёт динамику
гауссоской редуцированное матрицы плотности системы.
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Метод проекционных операторов Накажимы — Цванцига

Рассматривается уравнение вида

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑡 = 𝜆ℒ𝑡𝜌𝑡

Базовый пример:
Гамилтониан

𝐻 = 𝐻0 + 𝜆𝐻𝐼

Уравнение Лиувилля-фон Неймана в представлении
взаимодействия

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑡 = 𝜆ℒ𝑡𝜌𝑡, ℒ𝑡 = −𝑖[𝐻𝐼(𝑡), ·], 𝐻𝐼(𝑡) = 𝑒𝑖𝐻0𝑡𝐻𝐼𝑒

−𝑖𝐻0𝑡
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Метод проекционных операторов Накажимы — Цванцига

Введём супероператор, который является идемпотентном

𝒫2 = 𝒫

Кроме того, введём оператор 𝒬

𝒫 +𝒬 = 𝐼

Базовый пример (Argyres, Kelley, 1964)

𝒫𝜌 = Tr𝐵 𝜌⊗ 𝜌𝐵
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Метод проекционных операторов Накажимы — Цванцига

Утверждение. Уравнение Накажимы-Цванцыга (Nakajima,
1958; Zwanzig, 1960):

𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝜌𝑡 = 𝜆𝒫ℒ𝑡𝒫𝜌𝑡 + ℐ𝑡𝜌𝑡0 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝒦𝑡
𝑠𝜌𝑠𝑑𝑠

𝒦𝑡
𝑠 = 𝜆2𝒫ℒ𝑡𝒢𝑡

𝑠𝒬ℒ𝑠𝒫, ℐ𝑡 = 𝜆𝒫ℒ𝑡𝒢𝑡
𝑡0𝒬,

𝒢𝑡
𝑠 =

←−
Texp

(︂
𝜆

∫︁ 𝑡

𝑠
𝒬ℒ𝜏𝑑𝜏

)︂
, 𝒢𝑠

𝑠 = 𝐼
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Метод проекционных операторов Накажимы — Цванцига

Доказательство. Распишем уравнение Лиувилля-фон
Неймана в проекциях{︃

𝑑
𝑑𝑡𝒫𝜌𝑡 = 𝜆𝒫ℒ𝑡𝒫𝜌𝑡 + 𝜆𝒫ℒ𝑡𝒬𝜌𝑡
𝑑
𝑑𝑡𝒬𝜌𝑡 = 𝜆𝒬ℒ𝑡𝒫𝜌𝑡 + 𝜆𝒬ℒ𝑡𝒬𝜌𝑡

Интегрируя второе уравнение, имеем

𝒬𝜌𝑡 = 𝒢𝑡
𝑡0𝒬𝜌𝑡0 + 𝜆

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝒢𝑡
𝑠𝒬ℒ𝑠𝒫𝜌𝑠𝑑𝑠,

𝒢𝑡
𝑠 =

←−
Texp

(︂
𝜆

∫︁ 𝑡

𝑠
𝒬ℒ𝜏𝑑𝜏

)︂
, 𝒢𝑠

𝑠 = 𝐼
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Метод проекционных операторов Накажимы — Цванцига

Подставляя в первое уравнение, получаем уравнение
Накажимы-Цванцига

𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝜌𝑡 = 𝜆𝒫ℒ𝑡𝒫𝜌𝑡 + 𝜆𝒫ℒ𝑡𝒢𝑡

𝑡0𝒬𝜌𝑡0 + 𝜆2

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝒫ℒ𝑡𝒢𝑡
𝑠𝒬ℒ𝑠𝒫𝜌𝑠𝑑𝑠
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Метод проекционных операторов Накажимы — Цванцига

Как правило, рассматирвают случай, когда 𝒫ℒ𝑡𝒫 = 0, тогда

𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝜌𝑡 = ℐ𝑡𝜌𝑡0 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝒦𝑡
𝑠𝜌𝑠𝑑𝑠

В частности для 𝒫 = tr𝐵(·)⊗ 𝜌𝐵

𝒫ℒ𝑡𝒫𝜌 = −𝑖(Tr𝐵[𝐻𝐼(𝑡),𝜌𝑆⊗𝜌𝐵])⊗𝜌𝐵 = −𝑖[Tr𝐵(𝐻𝐼(𝑡)𝜌𝐵), 𝜌𝑆 ]⊗𝜌𝐵

Таким образом, 𝒫ℒ𝑡𝒫𝜌 = 0, если Tr𝐵(𝐻𝐼(𝑡)𝜌𝐵) = 0.
Это выполнено в случае, когда рассматривается гауссовский
бозонный резервуар с нулевым средним, а 𝐻𝐼(𝑡) — линеен по
операторам рождения и уничтожения. Более того, в этом
случае обнуление моментов нечётного порядка даёт

𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1 · · · ℒ𝑡2𝑘𝒫 = 0,

что также часто предполагается.
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Метод проекционных операторов Накажимы — Цванцига

Член ℐ𝑡𝜌𝑡0 характеризует насколько начальное состояние
согласовано с проекцией. Если 𝒫𝜌𝑡0 = 𝜌𝑡0 , то ℐ𝑡𝜌𝑡0 = 0. В
случае проектора 𝒫 = tr𝐵(·)⊗ 𝜌𝐵, 𝒫𝜌𝑡0 = 𝜌𝑡0 соответствует
факторизованным начальным состояниям вида
𝜌𝑡0 = 𝜌𝑆(𝑡0)⊗ 𝜌𝐵.
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Метод проекционных операторов Накажимы — Цванцига

Если 𝒫ℒ𝑡𝒫 = 0 и 𝒫𝜌𝑡0 = 𝜌𝑡0 , то первый неисчезающий член —
второго порядка по 𝜆

𝒦𝑡
𝑠 = 𝜆2𝒫ℒ𝑡𝒢𝑡

𝑠𝒬ℒ𝑠𝒫 = 𝜆2𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑠𝒫 +𝑂(𝜆3)

С учётом ℒ𝑠𝒫 = 𝒬ℒ𝑠𝒫 + 𝒫ℒ𝑠𝒫 = 𝒬ℒ𝑠𝒫, имеем

𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝜌𝑡 = 𝜆2

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝒫ℒ𝑡ℒ𝑠𝒫𝜌𝑠𝑑𝑠

— уравнение в приближении Борна.
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Метод проекционных операторов Накажимы — Цванцига

В случае 𝒫 = tr𝐵(·)⊗ 𝜌𝐵, то оно принимает вид

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑆(𝑡)⊗ 𝜌𝐵 = −𝜆2

∫︁ 𝑡

𝑡0

Tr𝐵[𝐻𝐼(𝑡), [𝐻𝐼(𝑠), 𝜌𝑆(𝑠)⊗ 𝜌𝐵]]𝑑𝑠⊗ 𝜌𝐵

”Сокращая” на 𝜌𝐵, имеем

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑆(𝑡) = −𝜆2

∫︁ 𝑡

𝑡0

Tr𝐵[𝐻𝐼(𝑡), [𝐻𝐼(𝑠), 𝜌𝑆(𝑠)⊗ 𝜌𝐵]]𝑑𝑠

— такое уравнение уже возникало в предыдущем семестре.
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