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Точно-решаемая динамика с несколькими уровнями и
резервуарами

Гильбертово пространство

ℋ ≡ (C⊕ C𝑁 )⊗
𝑁⨂︁
𝑖=1

F𝑏(ℒ2(R)),

где C⊕ C𝑁 — гильбертово пространство молекулярной
системы в одно-частичном приближении F𝑏(ℒ2(R)) — бозонное
фоковское пространство вибрационныех степеней свободы с
ККС [𝑏𝑘,𝑖, 𝑏

†
𝑘′,𝑗 ] = 𝛿𝑖𝑗𝛿(𝑘 − 𝑘′), [𝑏𝑘,𝑖, 𝑏𝑘′,𝑗 ] = 0 и вакуумом

𝑏𝑘,𝑖|Ω⟩ = 0.
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Точно-решаемая динамика с несколькими уровнями и
резервуарами

Экситонный гамильтониан обнуляется на состоянии |0⟩,
соответствующем отсутствию экситона

𝐻̂𝑆 =
∑︁
𝑖

𝜀𝑖|𝑖⟩⟨𝑖|+
∑︁
𝑖 ̸=𝑗

𝐽𝑖𝑗 |𝑖⟩⟨𝑗| = 0⊕𝐻𝑆 , 𝑖,𝑗 = 1, . . . ,𝑁,

𝐻̂𝐵 =

𝑁∑︁
𝑖=1

∫︁
𝜔𝑘𝑏

†
𝑘,𝑖𝑏𝑘,𝑖𝑑𝑘.
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Точно-решаемая динамика с несколькими уровнями и
резервуарами

Каждое возбуждённое состояние взаимодействует со своим
собственным резевуаром в приближении вращающейся
волны

𝐻̂𝐼 =
∑︁
𝑖

∫︁ (︁
𝑔*𝑘|0⟩⟨𝑖| ⊗ 𝑏†𝑘,𝑖 + 𝑔𝑘|𝑖⟩⟨0| ⊗ 𝑏𝑘,𝑖

)︁
𝑑𝑘.

Рассмотрим эволюцию в соответствии уравнением Шрёдингера

𝑑

𝑑𝑡
|Ψ̂(𝑡)⟩ = −𝑖𝐻̂|Ψ̂(𝑡)⟩,

с гамильтонианом 𝐻̂ = 𝐻̂𝑆 ⊗ 𝐼 + 𝐼 ⊗ 𝐻̂𝐵 + 𝐻̂𝐼 и начальным
состоянием

|Ψ̂(0)⟩ = (𝑐0 ⊕ |𝜓(0)⟩)⊗ |Ω⟩,
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Точно-решаемая динамика с несколькими уровнями и
резервуарами

Редуцированная матрица плотности системы

𝜌𝑆(𝑡) ≡ tr𝑅 |Ψ̂(𝑡)⟩⟨Ψ̂(𝑡)|,

где tr𝑅 — частичный след относительно по пространствам
𝑁⨂︀
𝑖=1

F𝑏(ℒ2(R)).

Редуцированная матрица плотности в представлении
взаимодействия

𝜌𝑆𝐼(𝑡) ≡ 𝑒𝑖𝐻̂𝑆𝑡𝜌𝑆(𝑡)𝑒
−𝑖𝐻̂𝑆𝑡
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Точно-решаемая динамика с несколькими уровнями и
резервуарами

Утверждение. Пусть интеграл

𝐺(𝑡) =

∫︁
|𝑔𝑘|2𝑒−𝑖𝜔𝑘𝑡𝑑𝑘

сходится для любых 𝑡 ∈ R+ и определяет непрерывную
функцию 𝐺(𝑡), тогда

𝜌𝑆𝐼(𝑡) =

(︂
𝜌00(𝑡) 𝑐0⟨𝜓𝐼(𝑡)|
𝑐*0|𝜓𝐼(𝑡)⟩ |𝜓𝐼(𝑡)⟩⟨𝜓𝐼(𝑡)|

)︂
где |𝜓(𝑡)⟩ — решение интегро-дифференциального уравнения
(такое решение существует и единственно)

𝑑

𝑑𝑡
|𝜓𝐼(𝑡)⟩ = −

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝑠 𝐺(𝑡− 𝑠)𝑒𝑖𝐻𝑆(𝑡−𝑠)|𝜓𝐼(𝑠)⟩

с начальным значением |𝜓𝐼(𝑡)⟩|𝑡=0 = |𝜓(0)⟩, 𝜌00 = 1− ||𝜓𝐼(𝑡)||2.
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Точно-решаемая динамика с несколькими уровнями и
резервуарами

В случае комбинации Лорентцевских пиков

𝒥𝐿(𝜔) =

𝐾∑︁
𝑗=1

𝛾𝑗𝑔
2
𝑗(︀𝛾𝑗

2

)︀2
+ (𝜔 − 𝜀𝑗)2

, 𝑔𝑗 > 0, 𝛾𝑖 > 0,𝐾 ∈ N,

𝐺L(𝑡) =

𝐾∑︁
𝑗=1

𝑔2𝑗 𝑒
−

𝛾𝑗
2
|𝑡|−𝑖𝜀𝑗𝑡.
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Точно-решаемая динамика с несколькими уровнями и
резервуарами

Утверждение. В случае такой спектральной плотности введём
(𝐾 + 1)𝑁 -мерный вектор
|𝜓(𝑡)⟩ ≡ |𝜓𝐼(𝑡)⟩ ⊕ ⊕𝐾

𝑗=1|𝜙𝑗(𝑡)⟩ ∈ ⊕𝐾+1C𝑁 , где

|𝜙𝑗(𝑡)⟩ ≡ −𝑖𝑔𝑗
∫︁ 𝑡

0
𝑑𝑠 𝑒

−
(︁

𝛾𝑗
2
+𝑖𝜀𝑗

)︁
(𝑡−𝑠)

𝑒𝑖𝐻𝑆(𝑡−𝑠)|𝜓(𝑠)⟩,

тогда |𝜓(𝑡)⟩ удволетворяет уравнению Шрёдингера с
неэрмитовым гамильтонианом

𝑑

𝑑𝑡
|𝜓(𝑡)⟩ = −𝑖𝐻eff |𝜓(𝑡)⟩,
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Точно-решаемая динамика с несколькими уровнями и
резервуарами

𝐻eff =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐻𝑆 𝑔1𝐼𝑁 𝑔2𝐼𝑁 · · · 𝑔𝐾𝐼𝑁
𝑔1𝐼𝑁

(︀
𝜀1 − 𝑖𝛾12

)︀
𝐼𝑁 0 · · · 0

𝑔2𝐼𝑁 0
(︀
𝜀2 − 𝑖𝛾22

)︀
𝐼𝑁 · · · 0

...
...

...
. . . 0

𝑔𝐾𝐼𝑁 0 0 0
(︀
𝜀𝐾 − 𝑖𝛾𝐾2

)︀
𝐼𝑁

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠−

−𝐻𝑆 ⊗ 𝐼𝐾+1,

с начальным условием |𝜓(0)⟩ = |𝜓𝐼(0)⟩ ⊕ 0.
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Точно-решаемая динамика с несколькими уровнями и
резервуарами

Утверждение. Пусть |𝜓(𝑡)⟩ ∈ C𝑀 (в нашем случае
𝑀 = (𝐾 + 1)𝑁) удовлетворяет уравнению Шрёдингера

𝑑

𝑑𝑡
|𝜓(𝑡)⟩ = −𝑖𝐻eff |𝜓(𝑡)⟩,

то 𝑀 + 1-мерная матрица плотности

𝜌(𝑡) =

(︂
1− ||𝜓(𝑡)||2 𝑐0⟨𝜓(𝑡)|
𝑐*0|𝜓(𝑡)⟩ |𝜓(𝑡)⟩⟨𝜓(𝑡)|

)︂
,

где |𝑐0|2 + ||𝜓(0)||2 = 1, удовлетворяет уравнению ГКСЛ

𝑑

𝑑𝑡
𝜌(𝑡) = −𝑖[𝐻, 𝜌(𝑡)]+

𝑀∑︁
𝑙=1

(︂
𝐿𝑙𝜌(𝑡)𝐿

†
𝑙 −

1

2
𝐿†
𝑙𝐿𝑙𝜌(𝑡)−

1

2
𝜌(𝑡)𝐿†

𝑙𝐿𝑙

)︂
,

где 𝐻 = 0 ⊕ 1
2(𝐻

†
eff +𝐻eff), 𝐿𝑙 =

√
𝛾𝑙|0⟩⟨𝑙̃|.
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Омическая спектральная плотность

Омическая спектральная плотность

𝒥Ohmic(𝜔) = 𝜂𝜔, 𝜂 > 0.

Омическая спектральная плотность с экспоненциальным
обрезанием (Ω → +∞)

𝒥Ω(𝜔) = 𝜂𝜔𝑒−
|𝜔|
Ω , 𝐺Ω(𝑡) = −𝑖𝜂 2𝑡Ω3

𝜋(1 + (Ω𝑡)2)
.

Гамильтониан системы с контр-членом

𝐻𝑆(Ω) = 𝐻
(𝑟)
𝑆 +

𝜂Ω

𝜋
.
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Омическая спектральная плотность

Утверждение. Пусть |𝜓Ω(𝑡)⟩ — решение

𝑑

𝑑𝑡
|𝜓𝐼(𝑡)⟩ = −

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝑠 𝐺(𝑡− 𝑠)𝑒𝑖𝐻𝑆(𝑡−𝑠)|𝜓𝐼(𝑠)⟩

с начальным условием |𝜓Ω(0)⟩ = |𝜓𝐼(0)⟩, где
𝐺(𝑡) = 𝐺Ω(𝑡) +𝐺c(𝑡). Тогда предел (если существует)
limΩ→+∞ 𝑒−𝑖 𝜂Ω

𝜋
𝑡|𝜓Ω(𝑡)⟩ = |𝜓(𝑟)(𝑡)⟩ является решением

уравнения

𝑑

𝑑𝑡
|𝜓(𝑟)(𝑡)⟩ = −

𝜂
2

1 + 𝑖𝜂2
𝐻

(𝑟)
𝑆 |𝜓(𝑟)(𝑡)⟩−

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝑠
1

1 + 𝑖𝜂2
𝐺𝑐(𝑡−𝑠)𝑒𝑖𝐻

(𝑟)
𝑆 (𝑡−𝑠)|𝜓(𝑟)(𝑠)⟩

с начальным условием |𝜓(𝑟)(0)⟩ = 1
1+𝑖 𝜂

2
|𝜓𝐼(0)⟩.
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Омическая спектральная плотность

Пусть 𝐺𝑐(𝑡) = 𝐺Lorentz(𝑡), тогда (𝐾 + 1)𝑁 -мерный вектор

|𝜓(𝑡)⟩ ≡ |𝜓(𝑡)⟩ ⊕ ⊕𝐾
𝑗=1|𝜙𝑗(𝑡)⟩ ∈ ⊕𝐾+1C𝑁 ,

удовлетворяет уравнению Шрёдингера с неэрмитовым
гамильтонианом.

𝐻eff =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
1+𝑖 𝜂

2
𝐻

(𝑟)
𝑆

𝑔1
1+𝑖 𝜂

2
𝐼𝑁

𝑔2
1+𝑖 𝜂

2
𝐼𝑁 · · · 𝑔𝐾

1+𝑖 𝜂
2
𝐼𝑁

𝑔1𝐼𝑁
(︀
𝜀1 − 𝑖𝛾1

2

)︀
𝐼𝑁 0 · · · 0

𝑔2𝐼𝑁 0
(︀
𝜀2 − 𝑖𝛾2

2

)︀
𝐼𝑁 · · · 0

...
...

...
. . . 0

𝑔𝐾𝐼𝑁 0 0 0
(︀
𝜀𝐾 − 𝑖𝛾𝐾

2

)︀
𝐼𝑁

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠−

−𝐻(𝑟)
𝑆 ⊗ 𝐼𝐾+1.
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Омическая спектральная плотность

Оператор 𝑖𝐻eff — аккретивный (и, следовательно,
ГКСЛ-расширение существует) тогда и только тогда, когда

𝐻
(𝑟)
𝑆 >

⎛⎝𝜂

4

𝐾∑︁
𝑗=1

𝑔2𝑗
𝛾𝑗

⎞⎠ 𝐼𝑁 .

Если эти условия нарушаются, то предел
limΩ→+∞ 𝑒−𝑖 𝜂Ω

𝜋
𝑡|𝜓Ω(𝑡)⟩ не существует.

Кроме того, отметим, что если использовать реугуляризацию
отличную от 𝒥Ω(𝜔) = 𝜂𝜔𝑒−

|𝜔|
Ω , то ответ будет от неё зависеть.
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Модель Калдейры-Легетта

Гильбертово пространство

ℒ2(R)⊗ F𝑏(ℒ2(R))

Коммутационные соотношения

[𝑥,𝑝] = 𝑖, [𝑏𝑘, 𝑏
†
𝑘′ ] = 𝛿(𝑘 − 𝑘′)

Гамилтониан
𝐻 = 𝐻𝑆 +𝐻𝐵 +𝐻𝐼

𝐻𝑆 =
𝑝2

2𝑚
+ 𝑉 (𝑥), 𝐻𝐵 =

∫︁
𝑑𝑘𝜔𝑘𝑏

†
𝑘𝑏𝑘,

𝐻𝐼 = −𝑥𝐵, 𝐵 =

∫︁
𝑑𝑘𝑔𝑘(𝑏𝑘 + 𝑏†𝑘), 𝑔𝑘 ∈ R
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Модель Калдейры-Легетта

Утверждение. Пусть

𝐵(𝑡) ≡ 𝑒𝑖𝐻𝐵𝑡𝐵𝑒−𝑖𝐻𝐵𝑡 =

∫︁
𝑑𝑘𝑔𝑘(𝑒

−𝑖𝜔𝑘𝑡𝑏𝑘 + 𝑒𝑖𝜔𝑘𝑡𝑏†𝑘)

— свободная эволюция 𝐵, а

𝑥(𝑡) ≡ 𝑒𝑖𝐻𝑡𝑥𝑒−𝑖𝐻𝑡

— гейзенбергоская эволюцию коориднаты 𝑥, тогда

𝑚𝑥̈(𝑡) + 𝑉 ′(𝑥(𝑡))−
∫︁ 𝑡

0
𝐷(𝑡− 𝑠)𝑥(𝑠) = 𝐵(𝑡),

где

𝐷(𝑡) = 2

∫︁
𝑑𝑘𝑔2𝑘 sin𝜔𝑘𝑡
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Модель Калдейры-Легетта

Доказательство. Уравнения Гейзенберг

𝑝̇(𝑡) = 𝑖[𝐻, 𝑝(𝑡)] = −𝑉 ′(𝑥(𝑡)) +

∫︁
𝑑𝑘𝑔𝑘(𝑏𝑘(𝑡) + 𝑏†𝑘(𝑡))

𝑥̇(𝑡) = 𝑖[𝐻,𝑥(𝑡)] =
𝑝(𝑡)

𝑚

𝑏̇𝑘(𝑡) = 𝑖[𝐻, 𝑏𝑘(𝑡)] = −𝑖𝜔𝑘𝑏𝑘(𝑡) + 𝑖𝑔𝑘𝑥(𝑡)

𝑏𝑘(𝑡) = 𝑒−𝑖𝜔𝑘𝑡𝑏𝑘 + 𝑖𝑔𝑘

∫︁ 𝑡

0
𝑒−𝑖𝜔𝑘(𝑡−𝑠)𝑥(𝑠)
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Модель Калдейры-Легетта

∫︁
𝑑𝑘𝑔𝑘(𝑏𝑘(𝑡) + 𝑏†𝑘(𝑡)) =

∫︁
𝑑𝑘𝑔𝑘(𝑒

−𝑖𝜔𝑘𝑡𝑏𝑘 + 𝑒𝑖𝜔𝑘𝑡𝑏†𝑘)+

+𝑖

∫︁
𝑑𝑘𝑔2𝑘

∫︁ 𝑡

0
(𝑒−𝑖𝜔𝑘(𝑡−𝑠) − 𝑒𝑖𝜔𝑘(𝑡−𝑠))𝑥(𝑠) =

= 𝐵(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0
2

∫︁
𝑑𝑘𝑔2𝑘 sin𝜔𝑘(𝑡− 𝑠)⏟  ⏞  

𝐷(𝑡−𝑠)

𝑥(𝑠)
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Модель Калдейры-Легетта

Упражнение. Выразите −𝑖[𝐵(𝑡), 𝐵(𝑠)] в терминах 𝐷(𝑡).

Упражнение. В равновесном случае, то есть при усреднении
⟨·⟩ по равновесному состоянию 𝜌𝐵 = 𝑒−𝛽𝐻𝐵

Tr 𝑒−𝛽𝐻𝐵
, выразите

⟨{𝐵(𝑡), 𝐵(𝑠)}⟩ в терминах

𝐷th(𝑡) = 2

∫︁
𝑑𝑘𝑔2𝑘 cth

𝛽𝜔𝑘

2
cos𝜔𝑘𝑡
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