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2z]∪[2A−4B+z3,2A+4B+z3]∪[2A−4B+z4,2A+4B+z4], а дискретный спектр опера-
тора 1H̃ t

1 состоит из не более четырех точек: σdi sc (1H̃ t
1) = {4z,2z+z3,2z+z4, z3+z4},

здесь z = A −
√

4B 2 +ε2
1 (соответственно,z = A +

√
4B 2 +ε2

1 ).
c) Если −2B < ε2 < 0, тогда существенный спектр оператора первого триплета

1H̃ t
1 состоит из объединений не более трех отрезков: σess(1H̃ t

1) = [4A −8B ,4A +8B ]∪
[2A−4B+z3,2A+4B+z3]∪[2A−4B+z4,2A+4B+z4], а дискретный спектр оператора
1H̃ t

1 состоит из не более одного точек: σdi sc (1H̃ t
1) = {z3 + z4}.
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В работе получена теорема, позволяющая конструктивно вычислять факторизацию
анти-Такаги комплексных антисимметричных матриц. Будет показано, что данный
алгоритм может быть использован для вычислений с фермионными операторами
сжатия.
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В ряде недавних работ [1],[2],[3],[4] алгоритм разложения Такаги [5] для ком-
плексных симметричных матриц был применён для вычислений, связанных с бо-
зонными сжатыми состояниями. В данной работе мы докажем теорему, обосновы-
вающую аналогичный алгоритм для антисимметричныхматриц. А также приведём
пример его применения для вычислений с фермионными операторами сжатия. А
именно, будет доказана следующая теорема, позволяющая конструктивно вычис-
лять факторизацию анти-Такаги комплексных симметричных матриц в терминах
сингулярного разложения данных матриц.



300 АНАЛИЗ

Теорема. Пусть A ∈ Cn×n — анти-симметричная матрица A = −AT , и пусть
известно её произвольное сингулярное разложение

A =UΛV ∗,

где U ∈ Cn×n и V ∈ Cn×n — унитарные UU∗ = V V ∗ = I , Λ — диагональная
с упорядочением сингулярных чисел по возрастанию. Тогда разложение анти-Такаги
матрицы A определяется формулой

A =UzΛJU T
z ,

где

Uz =U (U∗V J )
1
2

и

J =


⊕k

j=1

(
0 1

−1 0

)
для чётного n = 2k,

⊕k
j=1

(
0 1

−1 0

)
⊕ (1) для нечётного n = 2k +1.

Данная теорема будет применена для вычислений с операторами сжатия в слу-
чае конечного числа фермионных мод, порождёнными квадратичными гамильто-
нианами

H = i

2

(
(c†, Ac†)+ (c, Ac)

)
,

где (c†, Ac†) = ∑
i j Ai j c†

i c†
j и (c, Ac) = ∑

i j Ai j ci c j (c
†
j ,c j — фермионные операторы

рождения и уничтожения), а A — антисимметричная комплексная матрица, к ко-
торой и будет применена указанная выше теорема.

Как аналитически, так и численно будет показано, что такой подход в ряде за-
дач вычислительно существенно эффективнее ”наивной” реализации фермионных
операторов как конечномерных матриц.

Работа выполнена при поддержке Минобрнауки РФ (соглашение № 075-15-
2020-788).
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ON APPLICATION OF SKEW-TAKAGI FACTORIZATION TO FERMIONIC SQUEEZING
OPERATORS
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In this work we obtain the theorem which allows one to constructively calculate the skew-Takagi
factorization for skew-symmetric matrices. It will be shown that this algorithm can be used for
computations with fermionic squeezing operators.
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Пусть 1 ≤ p ≤ ∞,α > −1
2 . Для 1 ≤ p < ∞ через Lp,µα обозначим пространство

состоящее из измеримых функций, f на [0,∞),для которых конечна норма

∥ f ∥p,µα =
(∫ ∞

0
| f (x)|p dµα(x)

) 1
p

,

где

dµα(x) = x2α+1

2αΓ(α+1)
d x.

При p =∞ обозначимчерез L∞,µα множество всехфункций f (t ), которые равномер-
но непрерывны и ограничены на [0,∞). Норма в пространстве L∞,µα определяется
по формуле

∥ f ∥∞,µα = sup
x∈[0,+∞)

| f (x)|.
.

Рассмотрим в пространстве Lp,µα оператор обобщенного сдига функций
f (x)(cм. [8])

(T h f )(x) =
∫ ∞

0
f (t )W (h, x, t )dµα(t ),

W (h, x, t ) =


21−α(Γ(α+1))2p
πΓ (α+1/2)

[(x − y)2 − t 2]α−
1
2 [t 2 − (x − y)2]α−

1
2

(x y t )2α , |x − y | < t < x + y

0, иначе.


