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О чём курс?

⨂︀𝑁 -уровневая
система

Резервуар:
электромагнитное поле

фононы
. . .

⨂︀
ℋ𝑆 ℋ𝐵

(И от резервуара мы хотим избавиться.)
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О чём курс?

Уравнение Горини — Коссаковского — Сударшана — Линдблада

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑡 = −𝑖[𝐻, 𝜌𝑡] +

∑︁
𝑗

(︂
𝐶𝑗𝜌𝑡𝐶

†
𝑗 −

1

2
𝐶†
𝑗𝐶𝑗𝜌𝑡 −

1

2
𝜌𝑡𝐶

†
𝑗𝐶𝑗

)︂
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Связь с другими разделами физики и математики

𝛽, 𝑆, 𝐹
𝜎

𝐻̂, |Ψ⟩ 𝜌 → [𝑏(𝑡), 𝑏†(𝑡′)] = 𝛿(𝑡− 𝑡′)
𝜌 → Φ(𝜌)
𝐶(Φ)

𝜋̇ = 𝐿𝜋

𝜌̇ = 𝜕2

𝜕𝑥2 𝜌

𝐹 = −𝛾𝑣⃗
𝜌̇𝑡 = ℒ𝑡(𝜌𝑡)

𝐴𝑥 = 𝑓
𝑥̇ = 𝐴𝑥

𝑆𝑓𝑖 = 𝛿𝑓𝑖 − 2𝜋𝑖𝛿(𝐸𝑓 − 𝐸𝑖)𝑇𝑓𝑖Ψ̂(𝑥,𝑡)

~ → 0
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Напоминание квантовой механики и линейной алгебры

Начнём с напоминания...
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Чистые состояния

Как задаются чистые состояния?
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Чистые состояния

ℋ — гильбертово пространства на полем C.

|Ψ⟩ ∈ ℋ : ||Ψ|| = 1,

где ||Ψ|| ≡
√︀
⟨Ψ|Ψ⟩.

Предполагается, что |Ψ⟩ и 𝑒𝑖𝛼|Ψ⟩ соответствует одно и то же
состояние, поэтому чистые состояния — элементы
проективного гильбертова пространства.
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Чистые состояния

Для простоты сконцентрируемся на случае dimℋ = 𝑛 < ∞. В
этом случае с точностью до изоморфизма

|Ψ⟩ =

⎛⎜⎝Ψ1
...

Ψ𝑛

⎞⎟⎠ , ⟨Ψ| =
(︀
Ψ1 . . .Ψ𝑛

)︀

||Ψ||2 = ⟨Ψ|Ψ⟩ = |Ψ1|2 + · · · + |Ψ𝑛|2
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Смешанные состояния

Как задаются смешанные состояния?
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Смешанные состояния

𝜌 ∈ C𝑛×𝑛

1 𝜌† = 𝜌

2 𝜌 > 0

3 Tr 𝜌 = 1

Что значит 𝜌 > 0?

⟨𝑣|𝜌|𝑣⟩ > 0, ∀|𝑣⟩ ∈ ℋ

Эквивалентно все собственные числа неотрицательны.
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Смешанные состояния

Какие матрицы плотности соответствуют
чистым состояниям?
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Смешанные состояния

𝜌 = |Ψ⟩⟨Ψ|

В базисе

𝜌 =

⎛⎜⎜⎜⎝
|Ψ1|2 Ψ1Ψ2 . . . Ψ1Ψ𝑛

Ψ2Ψ1 |Ψ2|2 . . . Ψ2Ψ𝑛
...

...
. . .

Ψ𝑛Ψ1 Ψ𝑛Ψ2 . . . |Ψ𝑛|2

⎞⎟⎟⎟⎠
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Смешанные состояния

В общем случае эрмитову матрицу можно диагонализовать

𝜌 =
∑︁
𝑖

𝑝𝑖|𝑒𝑖⟩⟨𝑒𝑖|,

где |𝑒𝑖⟩ — собственные вектора, 𝑝𝑖 — собственные значения
матрицы 𝜌.
Более того, 2 ведёт к

𝑝𝑖 > 0,

а из 3: ∑︁
𝑖

𝑝𝑖 = 1.
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Смешанные состояния

В общем случае ∑︁
𝑖

𝑝𝑖𝐴𝑖, 𝑝𝑖 > 0,
∑︁
𝑖

𝑝𝑖 = 1

называется выпуклой комбинацией.
На выпуклую комбинацию можно смотреть как на
математическое ожидание∑︁

𝑖

𝑝𝑖𝐴𝑖 = E𝑝𝐴

В частности, это позволяет интерпретировать смешанное
состояние 𝜌 как случайное чистое состояние.
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Смешанные состояния

Если фиксировать базис и рассматривать только диагональные
матрицы в этом базисе⎛⎜⎜⎜⎝

𝑝1 0 · · · 0
0 𝑝2 · · · 0
...
0 0 · · · 𝑝𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
то такие матрицы соответствуют классическим
распределениям 𝑝𝑖. Так классическая теория вероятности
вкладывается в квантовую.
В общем случае произвольного базиса 𝜌𝑖𝑖 — населённости
(уровня, узла) = population, 𝜌𝑖𝑗 — когерентности между
(уровнями, узлами) 𝑖 и 𝑗.
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Функции от матриц

Как определить функцию от
диагонализуемой матрицы?
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Функции от матриц

𝑓(𝜌) =
∑︁
𝑖

𝑓(𝑝𝑖)|𝑒𝑖⟩⟨𝑒𝑖|,

Кроме того, отметим, что

Tr 𝑓(𝜌) =
∑︁
𝑖

𝑓(𝑝𝑖)
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Функции от матриц

В случае, если ряд Тейлора функции 𝑓 существует и сходится в
круге c центром в точке 0, то можно дать другое определение
(не требующее диагонализуемости)

𝑓(𝜌) =
∑︁
𝑗

𝑓 (𝑗)(0)

𝑗!
𝜌𝑗 ,

где 𝜌𝑗 = 𝜌 · . . . · 𝜌 понимается в смысле умножения матриц. Эти
определения совпадают. В частности если 𝜌 =

∑︀
𝑖 𝑝𝑖|𝑒𝑖⟩⟨𝑒𝑖|, то

𝜌𝑗 =
∑︁
𝑖

𝑝𝑗𝑖 |𝑒𝑖⟩⟨𝑒𝑖|.
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Функции от матриц

Tr 𝜌2 называется чистотой (purity).
Упражнение Tr 𝜌2 6 1 и Tr 𝜌2 = 1 ⇔ 𝜌 = |Ψ⟩⟨Ψ|.
Ещё одна важная величина — энтропия фон Неймана

𝑆 = −Tr 𝜌 ln 𝜌 = −
∑︁
𝑖

𝑝𝑖 ln 𝑝𝑖

Справа стоит классическое (не квантовое) определение. Важна
в физике.
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Функции от матриц

Вообще можно ввести энтропии Реньи

𝑆𝛼 =
1

1 − 𝛼
ln Tr 𝜌𝛼 =

1

1 − 𝛼
ln
∑︁
𝑖

𝑝𝛼𝑖

Упражнение
lim
𝛼→1

𝑆𝛼 = 𝑆

— энтропия Шенона.

lim
𝛼→+0

𝑆𝛼 = ln #{𝑖 : 𝑝𝑖 ̸= 0} = ln dim supp 𝜌

— энтропия Хартли.
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Некоторые специальные состояния

Хаотическое состояние (Характерно для конечномерных г.п.)

𝜌 =
𝐼

𝑛

Далее мы будем задавать динамику системы с помощью
гамильтониана 𝐻 = 𝐻†. Если 𝐻 > 0 и состояние |0⟩ такое, что
𝐻|0⟩ = 0 единственно, то его можно называть вакуумным или
основным (graund state) состоянием.
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Некоторые специальные состояния

Какое смешанное состояние играет
центральную роль в статистической

физике?
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Некоторые специальные состояния

Гиббсовское состояние

𝜌𝛽 =
𝑒−𝛽𝐻

Tr 𝑒−𝛽𝐻

где 𝛽 — обратная температура. 𝑍 = Tr 𝑒−𝛽𝐻 — статистическая
сумма.
Если 𝐻 =

∑︀𝑁−1
𝑖=0 𝜀𝑖|𝑖⟩⟨𝑖|, то 𝜌 = 1

𝑍

∑︀
𝑖 𝑒

−𝛽𝜀𝑖 |𝑖⟩⟨𝑖|, 𝑍 =
∑︀

𝑖 𝑒
−𝛽𝜀𝑖 .

Упражнение

lim
𝛽→+0

𝜌𝛽 →? lim
𝛽→+∞

𝜌𝛽 →?
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Наблюдаемые

(Чёткие) наблюдаемые — эрмитовы матрицы в ℋ.
Каково средние значение? (Статистический постулат Борна)
Пусть 𝑋— (чёткая) наблюдаемая, тогда

⟨𝑋⟩ = Tr𝑋𝜌

— статистический постулат Борна - фон Неймана.
В частности, если [𝑋, 𝜌] = 0, то приходим к формуле из
классической теории вероятностей

⟨𝑋⟩ =
∑︁
𝑖

𝑥𝑖𝑝𝑖
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Наблюдаемые

С какой вероятностью мы получаем значения? Для этого
необходимо разложить

𝑋 =
∑︁
𝑥

𝑥Π𝑥

Π𝑥 =
∑︁

𝑖:𝑥𝑖=𝑥

|𝑖⟩⟨𝑖|

Вероятность получить значение 𝑥 наблюдаемой равна

𝜇𝜌(𝑥) = Tr Π𝑥𝜌

В частности, если [𝑋, 𝜌] = 0, то получим классический ответ

𝜇𝑝(𝑥) =
∑︁

𝑖:𝑥𝑖=𝑥

𝑝𝑖
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Наблюдаемые

Отметим, что операторы Π𝑥 обладают свойствами
1 Π𝑥 > 0

2 Π𝑥Π𝑦 = 𝛿𝑥𝑦Π𝑥

3
∑︀

𝑥 Π𝑥 = 𝐼

поэтому будем говорить об ортогональном разложении
единицы.
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