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2.0. Óðàâíåíèÿ íà ìíîãî÷ëåíû Øàáàòà (óòî÷íåíèÿ)

2.0.0. Ïåðåîáîçíà÷åíèÿ. Ñåãîäíÿ ðàññìàòðèâàåì ïëîñêèå äåðå-
âüÿ

T ↪→ C

ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèè. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïåðåîáîçíà÷àåì

T := X1.

Ìíîæåñòâà âåðøèí ñåãîäíÿ îáîçíà÷àåì

X0 =: V ⊂ T.

Íàïîìíèì, ÷òî äîïîëíåíèå T \ V ãîìåîìîðôíî íåñâÿçíîìó îáú-
åäèíåíèþ èíòåðâàëîâ.
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Ïîäðàçóìåâàåòñÿ

X2 = P1(C) = C
∐
{∞}.

2.0.1. Äâóäîëüíàÿ ñòðóêòóðà. Äåðåâî T ïî îïðåäåëåíèþ íå ñî-
äåðæèò öèêëîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòü ðàçáèåíèå

V = V+
∐

V−

Òàê, ÷òî ñîåäèíÿåìûå ðåáðîì âåðøèíû ëåæàò â ðàçíûõ ìíîæå-
ñòâàõ. Ýòî ðàçáèåíèå îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû

V± ↔ V∓.

2.0.2. Âàëåíòíîñòè. Íå áóäåì òåïåðü íóìåðîâàòü âåðøèíû äåðå-
âüåâ. Äëÿ êàæäîãî äåðåâà îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

val0 : V −→ N,

ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé âåðøèíå êîëè÷åñòâî ð¼áåð, â çàìûêàíèè
êîòîðûõ îíà ëåæèò. Å¼ ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ôóíêöèè

val±0 : V± −→ N,

÷òî èíîãäà óäîáíî, à èíîãäà íå íóæíî.

2.0.3. Óðàâíåíèÿ. Êàê è â ïåðâîé ëåêöèè, ìû çàïèñûâàåì
èõ â âèäå

Ø− c± ≡ k
∏

A∈V±

(z − A)val0(A) (F)±

Ýòà ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ïî ñóùåñòâó íà âåðøèíû
äåðåâà T) çàâèñèò òîëüêî îò íàáîðà âàëåíòíîñòåé (àáñòðàêòíîãî!)
äåðåâà. Êàê ìû óâèäèì, è ðåàëèçàöèè ýòèõ íàáîðîâ âàëåíòíîñòåé,
è âëîæåíèÿ äåðåâüåâ â ïëîñêîñòü ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îðáèòû
àáñîëþòíîé ãðóïïû Ãàëóà.

2.0.4. Ñïèñêè âàëåíòíîñòåé (ïàñïîðòà). Ôóíêöèè

val±0 : V± −→ N

îïðåäåëåíû íà êîíå÷íûõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ. Èõ ìîæ-
íî çàäàòü íåâîçðàñòàþùèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè çíà÷åíèé; ïî-
ñëå ñîîòâåòñòâóþùåé íóìåðàöèè âåðøèí V± = {A±1 , . . . , Am±} è
îáîçíà÷åíèÿ

a±i := val±0 (A±i )
2



ñ óñëîâèåì
a±1 ≥ a±2 ≥ . . .

ìû áóäåì ñîáèðàòü âàëåíòíîñòè â òàê íàçûâàåìûé ïàñïîðò äåðåâà1(
a+

1 a+
2 . . . a+

m+

∣∣∣ a−1 a−2 . . . a−m−

)
.

Ïðåäëîæåíèå. Åñëè äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë(
a+

1 a+
2 . . . a+

m+

∣∣∣ a−1 a−2 . . . a−m−

)
ñîñòàâëÿþò ïàñïîðò íåêîòîðîãî äåðåâà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

a+
1 + a+

2 + · · ·+ a+
m+

= a−1 + a−2 + · · ·+ a−m− =: n (2.0.4a)

è

m+ +m− = n+ 1. (2.0.4b)

Äîêàçàòåëüñòâî. �Òîãäà�-÷àñòü î÷åâèäíà: îíà óòâåðæäàåò, ÷òî ó
äåðåâà n ð¼áåð è n + 1 âåðøèíà. Äîêàçàòåëüñòâî �òîëüêî òîãäà�-
÷àñòè ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåñòè â çàäà÷å 2.1. �

2.0.5. Óòî÷í¼ííûå óðàâíåíèÿ. Äàëåå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ
îáîçíà÷åíèåì ïàñïîðòà

Π =
(
a+

1 a+
2 . . . a+

m+

∣∣∣ a−1 a−2 . . . a−m−

)
è ñ ïîìîùüþ ýòîãî îáîçíà÷åíèÿ ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ (F)±:

ØΠ − c± ≡ k

m±∏
i=1

(z − A±i )a
±
i (F′)±

Èç ýòèõ óðàâíåíèé èçãîòàâëèâàåòñÿ îäíî
F′+−F′−

k
:

c ≡
m+∏
i=1

(z − A+
i )a

+
i −

m−∏
i=1

(z − A−i )a
−
i , (F)Π

ãäå c := c−−c+
k

Ýòî � ñèñòåìà èç n ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé (ðàâåíñòâî ìíîãî-
÷ëåíîâ ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1) íà íåèçâåñòíûå

c;A+
1 , . . . , A

+
m+

;A−1 , . . . , A
−
m−

1Ïðè ðàññìîòðåíèè îáùèõ ïàð Áåëîãî ýòî ïîíÿòèå áóäåò óñëîæíåíî.
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÷èñëîì 1 + m+ + m− = n + 2. Ïðåâûøåíèå íà 2 êîëè÷åñòâà
íåèçâåñòíûõ íàä êîëè÷åñòâîì óðàâíåíèé îáúÿñíÿåòñÿ äåéñòâèåì
àôôèííîé ãðóïïû.

Äåðåâüÿì (â èñòèííîé ôîðìå) è ìíîãî÷ëåíàì Øàáàòà ñîîò-
âåòñòâóþò íåïàðàçèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (F)Π, òî åñòü
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

A±i 6= A±j ïðè i 6= j è A+
i 6= A−j ïðè ëþáûõ i, j.

Ðåêîìåíäóåòñÿ çàäà÷à 2.2.

Ñèñòåìû óðàâíåíèé (F)Π ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìû ïîëè-
íîìèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Z; èõ ðåøåíèÿ
ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ íàä ëþáûì êîììóòàòèâíûì êîëüöîì.
Ðåêîìåíäóåòñÿ çàäà÷à 2.3.

2.1. Ïðèìåðû
Ñåãîäíÿ îáñóäèì ïðîñòåéøèå.

2.1.0. �æèêè. Çäåñü ïàñïîðòà èìåþò ïðîñòåéøèé âèä

Π =
(
n
∣∣∣1 . . . 1).

Îãðàíè÷èìñÿ óêàçàíèåì ðåøåíèÿ ñèñòåìû (F)Π, çàäàâàåìîé ìíî-
ãî÷ëåíîì

Ø = zn.

2.1.1. Öåïî÷êè. Ïàñïîðòà èìåþò âèä

Π =
(

2 2 . . . 2 2 1
∣∣∣2 2 . . . 2 2 1

)
èëè

Π =
(

2 2 . . . 2 2 2
∣∣∣2 2 . . . 2 1 1

)
.

Ðåøåíèÿ ñèñòåìû (F)Π çàäàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ×åáûø¼âà

Ø(z) = Tn(z) := cos(n arccos z).

Ðåêîìåíäóþòñÿ çàäà÷è 2.4 è 2.5.

2.1.2. Ïðîïåëëåðû. Ïàñïîðòà ñîñòîÿò èç îäíîé 3, ìíîãèõ 2
è òð¼õ 1 â íåñêîëüêèõ âàðèàíòàõ. Íàãëÿäíîå èçîáðàæåíèå äåðåâà:
Yabc. Çäåñü ïàñïîðòà èìåþò ìíîãî ðåàëèçàöèé. Ðåêîìåíäóåòñÿ
çàäà÷à 2.6.
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Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ Øàáàòà âî
ìíîãîì îòêðûòà.

2.2. Ââåäåíèå â àðèôìåòèêó ïëîñêèõ äåðåâüåâ

2.2.0. Î ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Î òåðìèíîëîãèè: èìååòñÿ
ëè â âèäó ïîëå âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë? Ïîëÿ K ⊃ Q òîæå
íàçûâàþò ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

Ïîëå Q ìîæíî ïîíèìàòü êàê (àáñòðàêòíîå) àëãåáðàè÷åñêîå
çàìûêàíèå ïîëÿ Q, à ìîæíî � êàê ïîäïîëå ïîëÿ C:

Q := {α ∈ C | ∃r1, . . . , rn ∈ Q, αn + r1α
n−1 + · · ·+ αn = 0}.

2.2.1. Áàøíÿ ïîëåé àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Âñåâîçìîæíûå
ïðîìåæóòî÷íûå ïîëÿ Q ⊆ K ⊆ Q îáðàçóþò ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-
íîå îòíîñèòåëüíî âëîæåíèé ìíîæåñòâî.

Íà íèæíèõ ýòàæàõ ðàñïîëîæåíû êâàäðàòè÷íûå è êóáè÷åñêèå
ðàñøèðåíèÿ, ïîíèìàíèå êîòîðûõ îòíîñèòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê
íåñêîëüêèì äðåâíèì öèâèëèçàöèÿì è ê Âîçðîæäåíèþ. Äàëüøå �
÷åì �âûøå�, òåì ñëîæíåå, à ïîëíàÿ êàðòèíà ñèììåòðèé ýòîé áàøíè
äî ñèõ ïîð íå ïðîÿñíåíà � ñì. íèæå.

2.2.2. Àáñîëþòíàÿ ãðóïïà Ãàëóà. Â å¼ íàçâàíèè ñõîäÿòñÿ
âñå àâòîðû, à îáîçíà÷åíèÿ ðàçíÿòñÿ. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ
îáîçíà÷åíèåì Ãðîòåíäèêà

� := Aut
(
Q
)

è íå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ðàñïðîñòðàí¼ííûìè GQ è ò. ï.

Ãðóïïà � � êîíòèíóàëüíàÿ ãðóïïà, ñíàáæ¼ííàÿ ïðîêîíå÷íîé

òîïîëîãèåé; ïîíèìàòü òî÷íûé ñìûñë ýòîãî ñëîâà ñåé÷àñ íå îáÿçà-
òåëüíî. Êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî � âïîëíå íåñâÿçíà � êàê
êàíòîðîâî ìíîæåñòâî.

2.2.3. Îáðàòíàÿ çàäà÷à Ãàëóà. Ãðóïïà Ãàëóà íàáëþäàåìà
÷åðåç ñâîè êîíå÷íûå ôàêòîð-ãðóïïû. Ñîãëàñíî òåîðèè Ãàëóà,
êàæäàÿ òàêàÿ ãðóïïà G = �

Γ
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ

íåêîòîðîãî ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë:

G = Aut(K),
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ãäå Q ⊂ K ⊂ Q è (K : Q) <∞.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à Ãàëóà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîïðîñ:

Âñÿêàÿ ëè êîíå÷íàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà ôàêòîðó àáñîëþòíîé

ãðóïïû Ãàëóà?

Îòâåò íà ñåãîäíÿøíèé äåíü (îêòÿáðü 2021) íåèçâåñòåí.

Äëÿ øèðîêèõ êëàññîâ êîíå÷íûõ ãðóïï óòâåðäèòåëüíûé îòâåò
áûë ïîëó÷åí âûäàþùèìèñÿ ìàòåìàòèêàìè íà÷èíàÿ ñ 19-ãî âåêà.
Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ðàáîòà [Áåëûé1979], â êîòîðîé áûëà
äîêàçàíà òåîðåìà Áåëîãî, ïî ñóùåñòâó ïîëîæèâøàÿ íà÷àëî òåîðèè
äåòñêèõ ðèñóíêîâ (ñì. ïîñëåäóþùèå ëåêöèè) áûëà ïîñâÿùåíà
èìåííî îáðàòíîé çàäà÷å Ãàëóà.

Íàäåæäà íà òî, ÷òî ýòà òåîðèÿ âíåñ¼ò ñâîé âêëàä â ðåøåíèå
çàäà÷è, ñîõðàíÿåòñÿ, õîòÿ ïîêà è íå îïðàâäàëàñü.

2.2.4. Äåéñòâèå ãðóïïû Ãàëóà íà ïëîñêèõ äåðåâüÿõ.
Ââåä¼ííûå â íà÷àëå ëåêöèè óðàâíåíèÿ íà ìíîãî÷ëåíû Øàáàòà
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëèíîìèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ öåëûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè; ïîýòîìó àáñîëþòíàÿ ãðóïïà Ãàëóà � äåéñòâóåò íà
ìíîæåñòâå èõ ðåøåíèé.

Ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü âèçóàëèçàöèè ãðóïïû � ñ ïîìîùüþ å¼
äåéñòâèÿ íà ïëîñêèõ äåðåâüÿõ. Ñîîòâåòñòâóþùèå êîíñòðóêöèè è
ïðîáëåìû áóäóò îáñóæäàòüñÿ â ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[Áåëûé1979] Ã.Â. Áåëûé, Î ðàñøèðåíèÿõ Ãàëóà ìàêñèìàëüíîãî êðóãîâîãî ïî-
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