
Квантовая томография на локально компактных группах

@ Амосов Г.Г.
Математический институт им. В.А. Стеклова РАН, г. Москва, Россия

Значения, которые получаются в результате измерения квантового
состояния, не обязаны быть действительными или целыми числам. На-
пример, при измерении фазы логично предположить, что множество
значений совпадает с группой единичной окружности. Мы рассматрива-
ем общую ситуацию, когда значения принадлежат некоторой локально
компактной группе 𝐺 c мерой Хаара 𝜇. Обозначим 𝐺̂ дуальную группу с
мерой Хаара 𝜈. Определим проективное унитарное представление 𝐺̂×𝐺
в гильбертовом пространстве H = 𝐿2(𝐺) = {𝑓 :

∫︀
𝐺

|𝑓(𝑔)|2𝑑𝜇(𝑔) < +∞}

формулой

(𝜋(𝜒, 𝑔)𝑓)(𝑎) = 𝜒(𝑎)𝑓(𝑎+ 𝑔), 𝑔, 𝑎 ∈ 𝐺, 𝜒 ∈ 𝐺̂.

ОбозначимS2(H) пространство операторов Гильберта-Шмидта. Выпук-
лое множество квантовых состояний (положительных операторов со сле-
дом) S(𝐻) ⊂ S2(H). Определим отображение Φ на операторах ранга
один |𝑓⟩ ⟨ℎ| формулой

[Φ(|𝑓⟩ ⟨ℎ|)](𝜒, 𝑔) = ⟨ℎ, 𝜋(𝜒, 𝑔)𝑓⟩ , 𝑓, ℎ ∈ H, 𝑔 ∈ 𝐺, 𝜒 ∈ 𝐺̂.

Для единичного вектора 𝑓 ∈ H мы называем функцию Φ(|𝑓⟩ ⟨𝑓 |), задан-
ную на 𝐺̂ × 𝐺 характеристической функцией чистого состояния |𝑓⟩ ⟨𝑓 |.
Для фиксированных 𝜒 ∈ 𝐺̂, 𝑔 ∈ 𝐺 определим множество𝐺𝜒,𝑔 = {(𝜒′, 𝑔′) :
𝜒′(𝑔) = 𝜒(𝑔′)}. Можно показать, что множество 𝐺𝜒,𝑔 является подгруп-

пой 𝐺̂×𝐺. Рассмотрим сужение характеристической функции состояния
|𝑓⟩ ⟨𝑓 | на 𝐺𝜒,𝑔 и определим функцию

𝐹𝑓 (𝜒′, 𝑔′) = 𝜒′(𝑔′)1/2Φ(|𝑓⟩ ⟨𝑓 |)(𝜒′𝑔′), (𝜒′, 𝑔′) ∈ 𝐺𝜒,𝑔.

Теорема. Существует такая вероятностная мера 𝜇𝑓𝜒,𝑔 на 𝐺̂×𝐺, что

𝐹𝑓 (𝜒′, 𝑔′) =

∫︁
𝐺𝜒,𝑔

𝑋𝜒′,𝑔′(𝜒
′′, 𝑔′′)𝑑𝜇𝑓𝜒,𝑔(𝜒

′′, 𝑔′′), (𝜒′, 𝑔′) ∈ 𝐺𝜒,𝑔,

где (𝜒′, 𝑔′) → 𝑋𝜒′,𝑔′ ∈ 𝐺̂𝜒,𝑔 устанавливает изоморфизм между 𝐺𝜒,𝑔 и

𝐺̂𝜒,𝑔.

Мы называем набор распределений вероятностей {𝜇𝑓𝜒,𝑔, 𝜒 ∈ 𝐺̂, 𝑔 ∈
𝐺} квантовой томограммой состояния |𝑓⟩ ⟨𝑓 |. Для случая 𝐺 = R она
совпадает с оптической квантовой томограммой.
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Рассматривался дифференциальный оператор

L0𝑓 =
∑︁

|𝛼|≤ 𝑙

𝑎𝛼(𝑥)𝐷𝛼𝑓, 𝑓 ∈ 𝐶∞
0 (Ω),

с локально суммируемыми в области Ω ⊂ R𝑛 коэффициентами 𝑎𝛼(𝑥).
Решена задача о существовании корректно определенного ограничен-
ного продолжения L0 как оператора, действующего из пространства
𝐻𝑚
𝑝 (Ω; 𝜌, 𝜐𝑚) в 𝐻𝑡

𝑝(Ω; 𝜌, 𝜐𝑡), 0 < 𝑡 < 𝑚 − 𝑙, 1 < 𝑝 < ∞. Для 𝑠 > 0,
1 < 𝑝 <∞ пространство 𝐻𝑠

𝑝(Ω; 𝜌, 𝜐𝑠) определяется как пополнение клас-
са 𝐶∞

0 (Ω) бесконечно дифференцируемых и финитных в Ω функций по
норме

‖𝑓 ;𝐻𝑠
𝑝(Ω; 𝜌, 𝜐𝑠)‖ =

⎡⎣∑︁
𝑗≥1

(︀
𝜌𝑝(𝑥𝑗)‖𝜓𝑗𝑓 ;𝐻𝑠

𝑝‖𝑝 + 𝑣𝑝𝑠 (𝑥𝑗)‖𝜓𝑗𝑓 ;𝐿𝑝‖𝑝
)︀⎤⎦ 1

𝑝

. (1)

В (1) 𝑣𝑠(𝑥) = 𝜌(𝑥)ℎ−𝑠(𝑥), функции 𝜌(𝑥), 0 < ℎ(𝑥) ≤ 1 удовлетворяют

условиям погружения 𝑄(𝑥) = {𝑦 ∈ R𝑛 : |𝑦𝑗 − 𝑥𝑗 | < ℎ(𝑥)
2 ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ⊂ Ω

(𝑥 ∈ Ω) и ограниченного колебания

κ−1 ≤ 𝜌(𝑦)

𝜌(𝑥)
,
ℎ(𝑦)

ℎ(𝑥)
≤ κ, если 𝑦 ∈ 𝜏𝑄(𝑥)(0 < 𝜏 < 1),

{𝜓𝑗} - разбиение единицы, соотнесенное двойному покрытию типа Бези-
ковича {𝜏2𝑄(𝑥𝑗), 𝜏𝑄(𝑥𝑗)} в области Ω (см. [1]).

Семейство {𝐻𝑠
𝑝(Ω; 𝜌, 𝜐𝑠), 𝑠 > 0} инвариантно относительно комплекс-

ной интерполяции, содержит весовые пространства Соболева, Соболева-
Слободецкого.

Работа была проделана при поддержке гранта МОН РК АР08856104.
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