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2-уровневая система в бозонном равновесном резервуаре

Решение

𝑣⃗ =

⎛⎜⎝ 𝑣0𝑥𝑒
− 𝛾

2
𝑡

𝑣0𝑦𝑒
− 𝛾

2
𝑡

𝑣0𝑧𝑒
−𝛾𝑡 − (1 − 𝑒−𝛾𝑡)𝛾0𝛾

⎞⎟⎠

Нарисуем динамику в плоскости 𝑣𝑥 − 𝑣𝑧:

𝑒−
𝛾
2
𝑡 =

𝑣𝑥
𝑣0𝑥

𝑣𝑧 =

(︂
𝑣0𝑧 +

𝛾0
𝛾

)︂
𝑒−𝛾𝑡 − 𝛾0

𝛾
=

(︂
𝑣0𝑧 +

𝛾0
𝛾

)︂
𝑣2𝑥
𝑣20𝑥

− 𝛾0
𝛾

— парабола с минимумом в точке
(︁

0,−𝛾0
𝛾

)︁
.
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2-уровневая система в бозонном равновесном резервуаре

(𝑣0𝑥, 𝑣0𝑧)

−𝛾0
𝛾

𝑣𝑧

𝑣𝑥
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2-уровневая система в бозонном равновесном резервуаре

𝑑

𝑑𝑡
𝜌 = −𝑖[𝜔0𝜎+𝜎−, 𝜌] + 𝒟(𝜌)
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Чистая дефазировка 2-уровневой системы

𝑑

𝑑𝑡
𝜌 = −1

2
[[𝜌,𝐶], 𝐶], 𝐶 = (⃗𝑎, 𝜎⃗), 𝑎⃗ ∈ R3

[[𝜌, 𝐶], 𝐶] = 𝑖[([𝑣⃗ × 𝑎⃗], 𝜎⃗), (⃗𝑎, 𝜎⃗)] =

= −2([[𝑣⃗ × 𝑎⃗] × 𝑎⃗], 𝜎⃗) = −2(⃗𝑎(⃗𝑎,𝑣⃗) − 𝑣⃗|⃗𝑎|2, 𝜎⃗)

𝑑

𝑑𝑡
𝑣⃗ = 2(⃗𝑎(⃗𝑎,𝑣⃗) − |⃗𝑎|2𝑣⃗)
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Чистая дефазировка 2-уровневой системы

𝑑

𝑑𝑡
𝑣⃗ = 2(⃗𝑎(⃗𝑎,𝑣⃗) − |⃗𝑎|2𝑣⃗)

𝑑

𝑑𝑡
(⃗𝑎, 𝑣⃗) = 0

𝑑

𝑑𝑡
𝑣⃗ = −2|⃗𝑎|2𝑣⃗ + 2𝑎⃗(⃗𝑎,𝑣⃗0)

𝑣⃗ = 𝑒−2|⃗𝑎|2𝑡𝑣⃗0 + (1 − 𝑒−2|⃗𝑎|2𝑡)
𝑎⃗(⃗𝑎,𝑣⃗0)

|⃗𝑎|2
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Чистая дефазировка 2-уровневой системы
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Чистая дефазировка 2-уровневой системы

𝑣⃗ = 𝑒−2|⃗𝑎|2𝑡𝑣⃗0 + (1 − 𝑒−2|⃗𝑎|2𝑡)
𝑎⃗(⃗𝑎,𝑣⃗0)

|⃗𝑎|2

Если 𝑎⃗ =
√
𝛾ph(0, 0, 1), то

−1

2
[[𝜌,𝐶], 𝐶] = 𝛾ph(𝜎𝑧𝜌𝜎𝑧 − 𝜌)

𝑣⃗ = 𝑒−2𝛾ph𝑡𝑣⃗0 + (1 − 𝑒−2𝛾ph𝑡)𝑃𝑧 𝑣⃗0, 𝑃𝑧 = 𝑒𝑧𝑒
𝑇
𝑧
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Чистая дефазировка 2-уровневой системы

(𝑣0𝑥, 𝑣0𝑧)

𝑣𝑧

𝑣𝑥
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Чистая дефазировка 2-уровневой системы

𝑑

𝑑𝑡
𝜌 = −𝑖[𝜔0𝜎+𝜎−, 𝜌] + 𝛾ph(𝜎𝑧𝜌𝜎𝑧 − 𝜌)
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Ограничение на соотношение времён

𝒟th(𝜌) =𝛾0(𝑁 + 1)

(︂
𝜎−𝜌(𝑡)𝜎+ − 1

2
𝜎+𝜎−𝜌(𝑡) − 1

2
𝜌(𝑡)𝜎+𝜎−

)︂
+

+ 𝛾0𝑁

(︂
𝜎+𝜌(𝑡)𝜎− − 1

2
𝜎−𝜎+𝜌(𝑡) − 1

2
𝜌(𝑡)𝜎−𝜎+

)︂
,

𝒟ph(𝜌) =𝛾ph(𝜎𝑧𝜌𝜎𝑧 − 𝜌)
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Ограничение на соотношение времён

Оба диссипатора:
𝑑

𝑑𝑡
𝑣⃗ = 𝐺𝑣⃗ + 𝑏⃗

𝐺 =

⎛⎝−𝛾
2 − 2𝛾ph 0 0

0 −𝛾
2 − 2𝛾ph 0

0 0 −𝛾

⎞⎠ , 𝑏⃗ =

⎛⎝ 0
0

−𝛾0

⎞⎠ , 𝛾 = (2𝑁+1)𝛾0

Если писать уравнение Блоха чисто феноменологически, то
можно написать релаксацию общего вида

𝐺 =

⎛⎜⎝− 1
𝑇⊥

0 0

0 − 1
𝑇⊥

0

0 0 − 1
𝑇||

⎞⎟⎠
Однако для ГКСЛ: 𝑇|| > 2𝑇⊥ (что подтверждается
экспериментально).
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Релаксация в резервуаре и классическом внешнем поле

Во вращающейся системе координат и в условиях резонанса:

𝑑

𝑑𝑡
𝜌(𝑡) =𝑖

Ω

2
[𝜎+ + 𝜎−, 𝜌(𝑡)]+

+ 𝛾0(𝑁 + 1)

(︂
𝜎−𝜌(𝑡)𝜎+ − 1

2
𝜎+𝜎−𝜌(𝑡) − 1

2
𝜌(𝑡)𝜎+𝜎−

)︂
+

+ 𝛾0𝑁

(︂
𝜎+𝜌(𝑡)𝜎− − 1

2
𝜎−𝜎+𝜌(𝑡) − 1

2
𝜌(𝑡)𝜎−𝜎+

)︂
,

где

𝛾0 =
4𝜔3

0|
−→
𝑑 |2

3
, 𝑁 =

1

𝑒𝛽𝜔0 − 1
.

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 7 Теретёнков Александр



Релаксация в резервуаре и классическом внешнем поле

Во вращающейся системе координат и в условиях резонанса:

𝑑

𝑑𝑡
𝜌(𝑡) =𝑖

Ω

2
[𝜎+ + 𝜎−, 𝜌(𝑡)]+

+ 𝛾0(𝑁 + 1)

(︂
𝜎−𝜌(𝑡)𝜎+ − 1

2
𝜎+𝜎−𝜌(𝑡) − 1

2
𝜌(𝑡)𝜎+𝜎−

)︂
+

+ 𝛾0𝑁

(︂
𝜎+𝜌(𝑡)𝜎− − 1

2
𝜎−𝜎+𝜌(𝑡) − 1

2
𝜌(𝑡)𝜎−𝜎+

)︂
,

где

𝛾0 =
4𝜔3

0|
−→
𝑑 |2

3
, 𝑁 =

1

𝑒𝛽𝜔0 − 1
.

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 7 Теретёнков Александр



Релаксация в резервуаре и классическом внешнем поле

𝑑

𝑑𝑡
𝑣⃗ = 𝐺𝑣⃗ + 𝑏⃗

𝐺 =

⎛⎝−𝛾
2 0 0

0 −𝛾
2 Ω

0 −Ω −𝛾

⎞⎠ , 𝑏⃗ =

⎛⎝ 0
0

−𝛾0

⎞⎠

𝐺−1 =

⎛⎜⎝− 2
𝛾 0 0

0 − 2𝛾
𝛾2+2Ω2 − 2Ω

𝛾2+2Ω2

0 2Ω
𝛾2+2Ω2 − 𝛾

𝛾2+2Ω2

⎞⎟⎠

𝑣⃗𝑠𝑡 = −𝐺−1⃗𝑏 =

⎛⎜⎝ 0

− 2Ω𝛾0
𝛾2+2Ω2

− 𝛾𝛾0
𝛾2+2Ω2

⎞⎟⎠
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Релаксация в резервуаре и классическом внешнем поле
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Релаксация в резервуаре и классическом внешнем поле

Собственные числа 𝐺:

−𝛾

2
, −3

4
𝛾 ± 𝑖𝜇, 𝜇 =

√︂
Ω2 −

(︁𝛾
4

)︁2
— это спектр, уже здесь понятно, что будет происходить: при
Ω < 𝛾

4 — будет один пик, при Ω > 𝛾
4 будет три пика — спектр

Моллоу.

𝑒𝐺𝑡 =

⎛⎜⎜⎝
𝑒−

𝛾
2
𝑡 0 0

0 𝑒−
3𝛾
4
𝑡
(︁

cos𝜇𝑡 + 𝛾
4𝜇 sin𝜇𝑡

)︁
𝑒−

3𝛾
4
𝑡Ω
𝜇 sin𝜇𝑡

0 −𝑒−
3𝛾
4
𝑡Ω
𝜇 sin𝜇𝑡 𝑒−

3𝛾
4
𝑡
(︁

cos𝜇𝑡− 𝛾
4𝜇 sin𝜇𝑡

)︁
⎞⎟⎟⎠
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Релаксация в резервуаре и классическом внешнем поле

Собственные числа 𝐺:

−𝛾

2
, −3

4
𝛾 ± 𝑖𝜇, 𝜇 =

√︂
Ω2 −

(︁𝛾
4

)︁2
— это спектр, уже здесь понятно, что будет происходить: при
Ω < 𝛾

4 — будет один пик, при Ω > 𝛾
4 будет три пика — спектр

Моллоу.

𝑒𝐺𝑡 =

⎛⎜⎜⎝
𝑒−

𝛾
2
𝑡 0 0

0 𝑒−
3𝛾
4
𝑡
(︁

cos𝜇𝑡 + 𝛾
4𝜇 sin𝜇𝑡

)︁
𝑒−

3𝛾
4
𝑡Ω
𝜇 sin𝜇𝑡

0 −𝑒−
3𝛾
4
𝑡Ω
𝜇 sin𝜇𝑡 𝑒−

3𝛾
4
𝑡
(︁

cos𝜇𝑡− 𝛾
4𝜇 sin𝜇𝑡

)︁
⎞⎟⎟⎠
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Релаксация в резервуаре и классическом внешнем поле

При нулевой температуре 𝑁 = 0 и начальном состоянии
𝜌(0) = |0⟩⟨0|

𝜌 =

⎛⎝ Ω2

𝛾2
0+2Ω2

(︁
1 − 𝑒−

3𝛾0
4

𝑡
(︁

cos𝜇𝑡 + 3𝛾0
4𝜇 sin𝜇𝑡

)︁)︁
𝑖Ω𝛾0

𝛾2
0+2Ω2

(︁
1 − 𝑒−

3𝛾0
4

𝑡
(︁

cos𝜇𝑡 +
(︁

𝛾0
4𝜇 − Ω2

𝛾0𝜇

)︁
sin𝜇𝑡

)︁)︁
− 𝑖Ω𝛾0

𝛾2
0+2Ω2

(︁
1 − 𝑒−

3𝛾0
4

𝑡
(︁

cos𝜇𝑡 +
(︁

𝛾0
4𝜇 − Ω2

𝛾0𝜇

)︁
sin𝜇𝑡

)︁)︁
1 − Ω2

𝛾2
0+2Ω2

(︁
1 − 𝑒−

3𝛾0
4

𝑡
(︁

cos𝜇𝑡 + 3𝛾0
4𝜇 sin𝜇𝑡

)︁)︁ ⎞⎠

Видно, что
𝜌(𝑡) → 𝜌st, 𝑡 → ∞
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Релаксация в резервуаре и классическом внешнем поле

При нулевой температуре 𝑁 = 0 и начальном состоянии
𝜌(0) = |0⟩⟨0|

𝜌 =

⎛⎝ Ω2

𝛾2
0+2Ω2

(︁
1 − 𝑒−

3𝛾0
4

𝑡
(︁

cos𝜇𝑡 + 3𝛾0
4𝜇 sin𝜇𝑡

)︁)︁
𝑖Ω𝛾0

𝛾2
0+2Ω2

(︁
1 − 𝑒−

3𝛾0
4

𝑡
(︁

cos𝜇𝑡 +
(︁

𝛾0
4𝜇 − Ω2

𝛾0𝜇

)︁
sin𝜇𝑡

)︁)︁
− 𝑖Ω𝛾0

𝛾2
0+2Ω2

(︁
1 − 𝑒−

3𝛾0
4

𝑡
(︁

cos𝜇𝑡 +
(︁

𝛾0
4𝜇 − Ω2

𝛾0𝜇

)︁
sin𝜇𝑡

)︁)︁
1 − Ω2

𝛾2
0+2Ω2

(︁
1 − 𝑒−

3𝛾0
4

𝑡
(︁

cos𝜇𝑡 + 3𝛾0
4𝜇 sin𝜇𝑡

)︁)︁ ⎞⎠

Видно, что
𝜌(𝑡) → 𝜌st, 𝑡 → ∞
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Спектр резонансной флуоресценции

Можно показать, что установившийся спектр излучения
пропорционален преобразованию Фурье двухвременной
корреляционной

𝑆(𝜔) =

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑡𝑒−𝑖𝜔𝑡⟨𝜎+(𝑡)𝜎−(0)⟩st

По регрессионной формуле:

⟨𝜎+(𝑡)𝜎−(0)⟩st = 𝑒𝑖𝜔0𝑡 Tr𝜎+Φ𝑡(𝜎−𝜌st), 𝑡 > 0,

где Φ𝑡 — эволюция во вращающейся системе координат, а
коэффициент 𝑒𝑖𝜔0𝑡 возник из перехода в представление
Шредингера. Tr𝜎+Φ𝑡(𝜎−𝜌st) — ”медленная” огибающая.
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Спектр резонансной флуоресценции

Положим 𝑁 = 0 (электромагнитный резервуар).
При 𝑡 > 0

⟨𝜎+(𝑡)𝜎−(0)⟩st =
Ω2

𝛾20 + 2Ω2

(︂
𝛾20

𝛾20 + 2Ω2
𝑒𝑖𝜔0𝑡 +

1

2
𝑒−( 𝛾0

2
−𝑖𝜔0)𝑡+

+𝐴+𝑒
−( 3

4
𝛾0+𝑖(𝜇−𝜔0))𝑡 + 𝐴−𝑒

−( 3
4
𝛾0−𝑖(𝜇+𝜔0))𝑡

)︂

𝐴± =
1

4

1

𝛾20 + 2Ω2

(︂
2Ω2 − 𝛾20 ± 𝑖

𝛾0
4𝜇

(10Ω2 − 𝛾20)

)︂

𝜇 =

√︂
Ω2 −

(︁𝛾0
4

)︁2
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Спектр резонансной флуоресценции

Отражение корреляционной функции в прошлое:

⟨𝜎+(−𝑡)𝜎−(0)⟩st = ⟨𝜎+(𝑡)𝜎−(0)⟩*st, 𝑡 > 0

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 7 Теретёнков Александр



Спектр резонансной флуоресценции

При вещественном 𝜇 (Ω > 𝛾0
4 )

𝑆(𝜔) =
2Ω2

𝛾20 + 2Ω2

(︃
𝜋𝛾20

𝛾20 + 2Ω2
𝛿(𝜔 − 𝜔0) +

1

2

𝛾0
2(︀𝛾0

2

)︀2
+ (𝜔 − 𝜔0)2

+

+ Re
𝐴+

(︁
3𝛾0
4 − 𝑖(𝜔 − 𝜔0 + 𝜇)

)︁
(︁
3𝛾0
4

)︁2
+ (𝜔 − 𝜔0 + 𝜇)2

+

+ Re
𝐴−

(︁
3𝛾0
4 − 𝑖(𝜔 − 𝜔0 − 𝜇)

)︁
(︁
3𝛾0
4

)︁2
+ (𝜔 − 𝜔0 − 𝜇)2

⎞⎟⎠
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Спектр резонансной флуоресценции

При Ω ≫ 𝛾0
4 :

2Ω2

𝛾20 + 2Ω2
→ 1,

𝜋𝛾20
𝛾20 + 2Ω2

→ 0, 𝐴± → 1

4
, 𝜇 → Ω

𝑆(𝜔) =
1

2

𝛾0
2(︀𝛾0

2

)︀2
+ (𝜔 − 𝜔0)2

+
1

4

3𝛾0
4(︁

3𝛾0
4

)︁2
+ (𝜔 − 𝜔0 + Ω)2

+

+
1

4

3𝛾0
4(︁

3𝛾0
4

)︁2
+ (𝜔 − 𝜔0 − Ω)2

Пики на частотах 𝜔0 − Ω, 𝜔0 , 𝜔0 + Ω, соотношение высот
пиков 1 : 3 : 1, соотношение интегральных интенсивностей
1 : 2 : 1. (Mollow, 1969)
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Спектр резонансной флуоресценции
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4
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Обобщённые уравнения Блоха

По каким матрицам вместо матриц Паули мы хотим разлагать
матрицу плотности в случае 𝑛-уровневой системы?

Эрмитов базис, ортогональный единице

𝐹𝑗 = 𝐹 †
𝑗 , Tr𝐹𝑗 = 0, Tr(𝐹𝑗𝐹𝑘) = 𝛿𝑗𝑘

Обобщённые матрицы Гелл-Манна (генераторы 𝑠𝑢(𝑛))

𝑆(𝑗𝑘) =
1√
2

(|𝑗⟩⟨𝑘| + |𝑘⟩⟨𝑗|), 𝑗 < 𝑘

𝐽 (𝑗𝑘) =
−𝑖√

2
(|𝑗⟩⟨𝑘| − |𝑘⟩⟨𝑗|), 𝑗 < 𝑘

𝐷(𝑙) =
1√︀

𝑙(𝑙 + 1)

(︃
𝑙∑︁

𝑘=1

|𝑘⟩⟨𝑘| − 𝑙|𝑙 + 1⟩⟨𝑙 + 1|

)︃
, 𝑙 = 1, · · · , 𝑛−1

Упражнение. Проверить Tr(𝐹𝑗𝐹𝑘) = 𝛿𝑗𝑘.
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Обобщённые уравнения Блоха

В общем случае

𝐹𝑘𝐹𝑗 =
𝛿𝑓𝑘
𝑛

𝐼 +
𝑖

2

𝑛2−1∑︁
𝑙=1

𝑧*𝑘𝑗𝑙𝐹𝑙

Коэффициенты:
𝑧𝑘𝑗𝑙 = 𝑓𝑘𝑗𝑙 + 𝑖𝑑𝑘𝑗𝑙,

𝑓𝑘𝑗𝑙 — структурные константы 𝑠𝑢(𝑛). Кроме того, в выбранном
базисе 𝑓𝑘𝑗𝑙 — полностью антисимметричны, а 𝑑𝑘𝑗𝑙 — полностью
симметричны.
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Обобщённые уравнения Блоха

Обобщённые вектора Блоха

𝜌 =
1

𝑛
𝐼 +

𝑛2−1∑︁
𝑘=1

𝑣𝑘𝐹𝑘

Уравнение ГКСЛ в форме Коссаковского (в самосопряжённом
базисе)

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑡 = −𝑖[𝐻, 𝜌𝑡] +

𝑛2−1∑︁
𝑖=1,𝑘=1

𝑎𝑖𝑘 ([𝐹𝑖, 𝜌𝑡𝐹𝑘] + [𝐹𝑖𝜌𝑡, 𝐹𝑘]) ,

где матрица 𝑎 = 𝑎† > 0.

𝐻 =

𝑛2−1∑︁
𝑘=1

ℎ𝑘𝐹𝑘
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Обобщённые уравнения Блоха
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Обобщённые уравнения Блоха

Обобщённые уравнения Блоха

𝑣̇ = 𝐺𝑣 + 𝑏

(вещественные 𝑣)
𝐺 = 𝑄 + 𝑅
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Обобщённые уравнения Блоха

𝑄𝑠𝑚 =

𝑛2−1∑︁
𝑗=1

ℎ𝑗𝑓𝑗𝑚𝑠

𝑅𝑠𝑚 = −1

4

𝑛2−1∑︁
𝑗,𝑘,𝑙=1

𝑎𝑗𝑘(𝑧𝑗𝑙𝑚𝑓𝑘𝑙𝑠 + 𝑧𝑘𝑙𝑚𝑓𝑗𝑙𝑠) =

= −1

4

𝑛2−1∑︁
𝑗6𝑘,𝑙=1

(2 − 𝛿𝑗𝑘) Re 𝑎𝑗𝑘(𝑓𝑗𝑙𝑚𝑓𝑘𝑙𝑠 + 𝑓𝑘𝑙𝑚𝑓𝑗𝑙𝑠)+

+
1

2

𝑛2−1∑︁
𝑗6𝑘,𝑙=1

Im 𝑎𝑗𝑘(−𝑑𝑗𝑙𝑚𝑓𝑘𝑙𝑠 + 𝑑𝑘𝑙𝑚𝑓𝑗𝑙𝑠)

𝑏𝑠 =
𝑖

𝑛

𝑛2−1∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑘𝑓𝑗𝑘𝑠 = − 2

𝑛

𝑛2−1∑︁
𝑗<𝑘=1

Im 𝑎𝑗𝑘𝑓𝑗𝑘𝑠
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Обобщённые уравнения Блоха

𝑄𝑠𝑚 =

𝑛2−1∑︁
𝑗=1

ℎ𝑗𝑓𝑗𝑚𝑠

— зависит только от структурных констант алгебр Ли.

𝑄 = −𝑄𝑇

В случае обратимой эволюции это единственный ненулевой
член.
Поэтому, в случае обратимой эволюции

𝑑

𝑑𝑡
(𝑣, 𝑣) = (𝑣, (𝑄 + 𝑄𝑇 )𝑣) = 0
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Обобщённые уравнения Блоха

𝑅𝑠𝑚 = −1

4

𝑛2−1∑︁
𝑗6𝑘,𝑙=1

(2 − 𝛿𝑗𝑘) Re 𝑎𝑗𝑘(𝑓𝑗𝑙𝑚𝑓𝑘𝑙𝑠 + 𝑓𝑘𝑙𝑚𝑓𝑗𝑙𝑠)+

+
1

2

𝑛2−1∑︁
𝑗6𝑘,𝑙=1

Im 𝑎𝑗𝑘(−𝑑𝑗𝑙𝑚𝑓𝑘𝑙𝑠 + 𝑑𝑘𝑙𝑚𝑓𝑗𝑙𝑠)

При Im 𝑎𝑗𝑘 = 0 уравнение зависит только от структурных
констант алгебры Ли.

𝑏𝑠 = − 2

𝑛

𝑛2−1∑︁
𝑗<𝑘=1

Im 𝑎𝑗𝑘𝑓𝑗𝑘𝑠

При Im 𝑎𝑗𝑘 = 0 получим 𝑏𝑠 = 0.
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Обобщённые уравнения Блоха

То есть, если 𝑎 — вещественная матрица, то получаем
однородное уравнение

𝑣̇ = 𝐺𝑣,

причём 𝐺 выражается через 𝑎 только через структурные
константы алгебры Ли 𝑠𝑢(𝑛).
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