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Метод конденсации Доджсона (1866)

Пусть A = (ai ,j) квадратная матрица n-го порядка. Определим
последовательность матриц A0,A1, ...,Aq, ...,An−1 следующим
образом:
A0 = (a0i ,j), где a0i ,j = ai ,j , при 1 ≤ i , j ≤ n;

A1 = (a1i ,j), где a1i ,j =

∣∣∣∣∣∣
a0i ,j a0i ,j+1

a0i+1,j a0i+1,j+1

∣∣∣∣∣∣ , при 1 ≤ i , j ≤ n − 1;

Aq = (aqi ,j), где aqi ,j =
1

aq−2i+1,j+1

·

∣∣∣∣∣∣∣
aq−1i ,j aq−1i ,j+1

aq−1i+1,j aq−1i+1,j+1

∣∣∣∣∣∣∣ ,
при 1 ≤ i , j ≤ n − q, для 2 ≤ q ≤ n − 1.

Тогда |A| = |An−1| = an−11,1 .



Пример вычисления определителя методом Доджсона


1 0 −2 3 2
−1 −3 2 −2 0
−3 −2 2 −1 1
−2 3 −1 2 0
0 −3 1 −1 −3



−3 −6 −2 4
−7 −2 2 −2
−13 −4 3 −2

6 0 −1 −6


 12 −8 2
−1 1 −2
8 −4 −10


[
−2 7
1 −6

]
[
5
]





1 0 −2 3 2
1 1 1 1

−1 −3 2 −2 0
1 1 1 1

−3 −2 2 −1 1
1 1 1 1

−2 3 −1 2 0
1 1 1 1

0 −3 1 −1 −3




−3 −6 −2 4
−3 2 −2

−7 −2 2 −2
−2 2 −1

−13 −4 3 −2
3 −1 2

6 0 −1 −6



12 −8 2

−2 2
−1 1 −2

−4 3
8 −4 −10


−2 7

1
1 −6


[
5
]



Приложения для решения систем линейных уравнений



Проблема нулей в методе Доджсона

При нахождении матриц в последовательности Доджсона
может возникнуть вариант деления на нуль.Что делать?

1) Можно в первоначальной матрице сделать элементарные
преобразования, так чтобы деления на ноль не возникло.
Доджсон предлагает делать циклическую перестановку строк
(или столбцов), при этом придется пересчитывать только одну
строку (столбец). Но это не всегда проходит.
2) Можно некоторые элементы в первоначальной матрице
заменить на формальные символы и далее выполнять действия
с формальными многочленами, а в конце вычислений сделать
обратную замену. Сложность этого метода в том, что вместо
числовых вычислений приходиться применять символьные
вычисления.

(Ricardo S. Vieira. A New Algorithm for Determinant Evaluation – The Reduction
Method, arXiv:1012.1790v3 [math.CO] 10Dec 2010. 10 p.)



Об обосновании метода Доджсона

Доджсон пишет, что доказательство обоснования метода
основано на известной теореме об определителях.
Он использует тождество:

M ·M−1,−n−1,−n = M−1−1 ·M
−n
−n −M−1−n ·M−n−1

Это тождество называют тождеством Доджсона и оно является
частным случаем тождества Якоби (Jacobi, 1833).
Далее в работе Доджсон приводит доказательство только для
определителей порядка 3 и 4, замечая, что для больших
порядков доказательство аналогично.



Felice (Félix) Chiò
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В 1846 году преподавал математику в Туринской военной
академии.
В 1854 году стал заведующим кафедры высшей физики
военной академии, а также профессором математической
физики в Туринском университете.

(Francine F. Abeles. Chiò’s and Dodgson’s determinantal identities. Linear Algebra
and its Applications. 454 (2014), pp. 130-137.)



Метод конденсации Чио (1853)

Chió, F. «Mémoire sur les fonctions connues sous le nom de
résultantes ou de déterminants». Turin: E. Pons, 1853, 32 p.

Пусть A = (ai ,j) квадратная матрица n-го порядка, a1,1 6= 0 и
матрица (n − 1)-го порядка B = (bi ,j) определена так:

bi ,j = A1,j+1
1,i+1 =

∣∣∣∣ a1,1 a1,j+1
ai+1,1 ai+1,j+1

∣∣∣∣ .
Тогда |A| = 1

an−21,1
· |B|.

Как заметил Д. Кнут, это тождество при n = 3 было известно еще Лагранжу
(Lagrange, 1772).



Пример вычисление определителя метод Чио

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 3 −2 3
0 2 1 0 −2
1 2 0 2 −2
−2 0 −3 0 3
−3 −3 2 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=
1
23 ·



A1,2
1,2 A1,3

1,2 A1,4
1,2 A1,5

1,2

A1,2
1,3 A1,3

1,3 A1,4
1,3 A1,5

1,3

A1,2
1,4 A1,3

1,4 A1,4
1,4 A1,5

1,4

A1,2
1,5 A1,3

1,5 A1,4
1,5 A1,5

1,5


=

1
23 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 2 0 −4
4 −3 6 −7
0 0 −4 12
−6 13 0 13

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 −2
2 −3 3 −7
0 0 −2 12
−3 13 0 13

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

(1)2
·

∣∣∣∣∣∣
−5 3 −3
0 −2 12
16 0 7

∣∣∣∣∣∣ = 1
(−5)1

·
∣∣∣∣ 10 −60
−48 13

∣∣∣∣ = 550.



Обобщенный метод конденсации Чио
(Метод Сильвестра)

Пусть A = (aij) квадратная матрица n-го порядка, минор
As1,...,sk
r1,...,rk 6= 0 и матрица (n-k)-го порядка B определена так:

B =
(
As1,...,j ,...,sk
r1,...,i ,...,rk

)
,

где элементы B это окаймляющие миноры минора As1,...,sk
r1,...,rk

упорядоченные по индексам лексикографически.

Тогда |A| = 1
(As1,...,sk

r1,...,rk )
n−k−1 |B|.

Это известное тождество Сильвестра (Sylvester, 1851), а
использованное в методе Чио тождество получается из этого
тождества в случае рассмотрения минора A1

1.



Пример: обобщенный метод Чио при k = 1

Отметим, что при выборе минора A1
1 получается стандартный

метод Чио. Но лучше выбирать элемент на степень который
проще выполнять деление.

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 0 3 −2 3
0 2 1 0 −2
1 2 0 2 −2
−2 0 −3 0 3
−3 −3 2 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1
13 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 −3 6 −7
−2 -1 0 2
4 −3 4 −1
3 2 9 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=
1

(−1)2
·

∣∣∣∣∣∣
−10 6 −13
10 −4 7
-1 −9 0

∣∣∣∣∣∣ = 1
(−1)1

·
∣∣∣∣ 96 −13
−94 7

∣∣∣∣ = 550



Пример: обобщенный метод Чио при k = 2

Вычислим |A| по минору A1,3
2,3 =

∣∣∣∣0 1
1 0

∣∣∣∣ .
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 0 3 −2 3
0 2 1 0 −2
1 2 0 2 −2
−2 0 −3 0 3
−3 −3 2 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1(
A1,3

2,3

)2 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A1,2,3
1,2,3 A1,3,4

1,2,3 A1,3,5
1,2,3

A1,2,3
2,3,4 A1,3,4

2,3,4 A1,3,5
2,3,4

A1,2,3
2,3,5 A1,3,4

2,3,5 A1,3,5
2,3,5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
1

(−1)2
·

∣∣∣∣∣∣
−10 6 −13
10 −4 7
−1 −9 0

∣∣∣∣∣∣ = 550.



Пример: обобщенный метод Чио при k = 3

Вычислим |A| по по минору A1,2,3
2,3,5 =

∣∣∣∣∣∣
0 2 1
1 2 0
−3 −3 2

∣∣∣∣∣∣ .
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 0 3 −2 3
0 2 1 0 −2
1 2 0 2 −2
−2 0 −3 0 3
-3 -3 2 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1(
A1,2,3

2,3,5

)1 ·

∣∣∣∣∣∣∣
A1,2,3,4

1,2,3,5 A1,2,3,5
1,2,3,5

A1,2,3,4
2,3,4,5 A1,2,3,5

2,3,4,5

∣∣∣∣∣∣∣ =

=
1

(−1)1
·
∣∣∣∣ 96 −13
−94 7

∣∣∣∣ = 550.



Обобщенный метод конденсации Доджсона

Биматрица это структура вида:

Â =



a1,1 a1,2 a1,3 . . . a1,n
b1,1 b1,2

a2,1 a2,2 a2,3 . . . a2,n
b2,1 b2,2

a3,1 a3,2 a3,3 . . . a3,n
...

...
...

. . .
...

an,1 an,2 an,3 . . . an,n



Определитель
∣∣Â∣∣ вычисляется процедурой Доджсона.

Если Â такая, что все bi ,j = 1, то
∣∣Â∣∣ = ∣∣A∣∣ .



Пусть Â биматрица n-го порядка.
Тогда для любого 1 ≤ k ≤ n − 2 выполняется:

∣∣Â∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Â1,...,k+1
1,...,k+1 Â2,,...,k+2

1,...,k+1 Â3,...,k+3
1,...,k+1 . . . Ân−k,...,n

1,...,k+1
Â2,...,k+1

2,...,k+1 Â3,...,k+2
2,...,k+1

Â1,...,k+1
2,...,k+2 Â2,...,k+2

2,...,k+2 Â3,...,k+3
2,...,k+2 . . . Ân−k,...,n

2,...,k+2
Â2,...,k+1

3,...,k+2 Â3,...,k+2
3,...,k+2

Â1,...,k+1
3,...,k+3 Â2,...,k+2

3,...,k+3 Â3,...,k+3
3,...,k+3 . . . Ân−k,...,n

3,...,k+3
...

...
...

...
...

. . .
...

Â1,...,k+1
n−k,...,n Â2,...,k+2

n−k,...,n Â3,...,k+3
n−k,...,n . . . Ân−k,...,n

n−k,...,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
где Âj1,...,js

i1,...,is
– миноры биматрицы Â, образованные

строками i1, ..., is и столбцами j1, ..., js .



∣∣A∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 −2 3 2
1 1 1 1

−1 −3 2 −2 0
1 1 1 1

−3 −2 2 −1 1
1 1 1 1

−2 3 −1 2 0
1 1 1 1

0 −3 1 −1 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−3 −6 −2 4
−3 2 −2

−7 −2 2 −2
−2 2 −1

−13 −4 3 −2
3 −1 2

6 0 −1 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
12 −8 2

−2 2
−1 1 −2

−4 3
8 −4 −10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
−2 7

1
1 −6

∣∣∣∣∣∣ =
=
∣∣5∣∣



Вычисление определителя биматрицы порядка n = 3
Разложение по 2-ой строке:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1,1 a1,2 a1,3

b1,1 b1,2
a2,1 a2,2 a2,3

b2,1 b2,2
a3,1 a3,2 a3,3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
a1,2a2,1a2,3a3,2

b1,1b1,2b2,1b2,2
·

∣∣∣∣∣∣
b1,1 b1,2

−a2,2
b2,1 b2,2

∣∣∣∣∣∣− 1
b1,1b1,2b2,1b2,2

·

·

a2,1 ·

∣∣∣∣∣∣
a1,2a3,3 a1,3a3,2

b1,1b2,2 b1,2b2,1

∣∣∣∣∣∣− a2,2 ·

∣∣∣∣∣∣
a1,1a3,3 a1,3a3,1

b1,1b2,2 b1,2b2,1

∣∣∣∣∣∣+ a2,3 ·

∣∣∣∣∣∣
a1,1a3,2 a1,2a3,1

b1,1b2,2 b1,2b2,1

∣∣∣∣∣∣
 .

Разложение по 2-му столбцу:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1,1 a1,2 a1,3

b1,1 b1,2
a2,1 a2,2 a2,3

b2,1 b2,2
a3,1 a3,2 a3,3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
a1,2a2,1a2,3a3,2

b1,1b1,2b2,1b2,2
·

∣∣∣∣∣∣
b1,1 b1,2

−a2,2
b2,1 b2,2

∣∣∣∣∣∣− 1
b1,1b1,2b2,1b2,2

·

·

a1,2 ·

∣∣∣∣∣∣
a2,1a3,3 a2,3a3,1

b1,1b2,2 b1,2b2,1

∣∣∣∣∣∣− a2,2 ·

∣∣∣∣∣∣
a1,1a3,3 a1,3a3,1

b1,1b2,2 b1,2b2,1

∣∣∣∣∣∣+ a3,2 ·

∣∣∣∣∣∣
a1,1a2,3 a1,3a2,1

b1,1b2,2 b1,2b2,1

∣∣∣∣∣∣
 .



Обобщенный метод Доджсона при k = 1

В этом случае получается стандартный метод Доджсона.

∣∣Â∣∣ = ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Â1,2
1,2 Â2,3

1,2 Â3,4
1,2 . . . Ân−1,n

1,2
Â2

2 Â3
2

Â1,2
2,3 Â2,3

2,3 Â3,4
2,3 . . . Ân−1,n

2,3
Â2

3 Â3
3

Â1,2
3,4 Â2,3

3,4 Â3,4
3,4 . . . Ân−1,n

3,4
...

...
...

. . .
...

Â1,2
n−1,n Â2,3

n−1,n Â3,4
n−1,n . . . Ân−1,n

n−1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
так как Âj

i = ai ,j .



Обобщенные методы Доджсона и Чио при k = n − 2

Обобщенный метод Доджсона при k = n − 2 и обобщенный
метод Чио при k = n − 2 и центральном выборе минора,
очевидно, совпадают.

Ân−2 =

A
1,...,n−1
1,...,n−1 A2,,...,n

1,...,n−1
A2,...,n−1

2,...,n−1
A1,...,n−1

2,...,n A2,...,n
2,...,n



∣∣A∣∣ = ∣∣Ân−1
∣∣ = 1

A2,...,n−1
2,...,n−1

·

∣∣∣∣∣∣∣
A1,...,n−1

1,...,n−1 A2,,...,n
1,...,n−1

A1,...,n−1
2,...,n A2,...,n

2,...,n

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣A∣∣ = 1

(A2,...,n−1
2,...,n−1)

n−(n−2)−1
·

∣∣∣∣∣∣∣
A1,...,n−1

1,...,n−1 A2,,...,n
1,...,n−1

A1,...,n−1
2,...,n A2,...,n

2,...,n

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣A∣∣ = 1

A2,...,n−1
2,...,n−1

· (A1,...,n−1
1,...,n−1 · A

2,...,n
2,...,n − A2,,...,n

1,...,n−1 · A
1,...,n−1
2,...,n )

Это тождество Доджсона в других обозначениях.



1. Метод Доджсона более известен, чем метод Чио, так как
имел некоторые теоретические приложения (подсчет числа
знакопеременных матриц, вычисление определителя
Мак-Магона и др).

2. Метод Доджсона для вычисления числовых определителей
из-за проблемы нулей, практически пригоден только для малых
порядков (не более 5), в то время как метод Чио достаточно
эффективен при любых порядках определителей, к тому же
допускает хорошее распараллеливание.

3. Имеется большая библиография по методам Доджсона и
Чио, но в основном это повторения, в том числе частных
случаев обобщенного метода Чио, а также компьютерные
реализации этих алгоритмов.

(Thomas Muir, The Theory of Determinants in the Historical Order of Development,
1906, Vol. I, to 1841, 1911, Vol. II, 1841-1860, 1920, Vol. III, 1861-1880,1923, Vol.
IV, 1881-1900.)


