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Теорема Маркова

Пусть

f =
∞∑

k=0

ck

zk+1
, (1)

R = lim
k=0
|ck |

1/k , 0 < R < ∞.

Задача “эффективного/конструктивного” мероморфного
продолжения (“суммирования”) ряда f за пределы |z| > R.
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Теорема Маркова

f =
∞∑

k=0

ck

zk+1
, если Hn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c0 c1 . . . cn

c1 c2 . . . cn+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

cn cn+1 . . . c2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , 0

∀n = 0, 1, . . .

=⇒ с помощью классического алгоритма
Евклида ряду f сопоставляется чебышёвская непрерывная
дробь:

f(z) =
a1

z − b1 − f (1)(z)
=

a1

z − b1 −
a2

z − b2 − f (2)(z)

∼
a1

z − b1 −
a2

z − b2 −
a3

. . .

, a1 = c0 , 0,
an , 0, n = 2, 3, . . . .
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П.Л. Чебышёв [1] (1855 г.): f(z) = µ̂(z)

µ̂(z) :=

∫
S

dµ(x)

z − x
, z ∈ Ĉ \ S, S := supp µ,

µ – мера с бесконечным носителем S b R,

µ̂(z) =
∞∑

k=1

sk

zk+1
, sk :=

∫
xk dµ(x), k = 0, 1, . . . ,

Hn , 0 ⇒ µ̂(z) ∼
a1

z − b1 −
a2

z − b2 −
a3

. . .

,

a1 = s0 = µ(R), все ak > 0, bk ∈ R.
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Cn(z) = Pn(z)/Qn(z) – n-я подходящая дробь (для f = µ̂):

Pn

Qn
(z) :=

a1

z − b1 −
a2

z − b2 −
a3

. . .

z − bn−1 −
an

z − bn

⇒
Pn

Qn
(z) =

s0

z
+

s1

z2 + · · ·+
s2n−1

z2n + O
(

1
z2n+1

)
, z → ∞,

⇒ Pn/Qn = [n/n]̂µ – диагональная аппроксимация Паде ряда

µ̂(z) =
∞∑

k=0

sk

zk+1
.
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Полиномы Qn: deg Qn = n, если Qn(z) = zn + · · · =⇒

Qn(z) =
1

Hn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c0 c1 . . . cn

c1 c2 . . . cn+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

cn−1 cn . . . c2n−1

1 z . . . zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n = 1, . . . ,

∫
Qn(x)xk dµ(x) = 0, k = 0, 1, . . . , n − 1.

П.Л. Чебышёв открыл (1855) общие ортогональные
многочлены Qn: они возникли как знаменатели n-ых
подходящих дробей Pn/Qn к чебышёвской непрерывной
дроби для f = µ̂.

Сергей П. Суетин Об одном обобщении теоремы Маркова



Список литературы

Теорема Маркова

Полиномы Qn: deg Qn = n, если Qn(z) = zn + · · · =⇒

Qn(z) =
1

Hn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c0 c1 . . . cn

c1 c2 . . . cn+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

cn−1 cn . . . c2n−1

1 z . . . zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n = 1, . . . ,

∫
Qn(x)xk dµ(x) = 0, k = 0, 1, . . . , n − 1.

П.Л. Чебышёв открыл (1855) общие ортогональные
многочлены Qn: они возникли как знаменатели n-ых
подходящих дробей Pn/Qn к чебышёвской непрерывной
дроби для f = µ̂.

Сергей П. Суетин Об одном обобщении теоремы Маркова



Список литературы

Теорема Маркова

П.Л. Чебышёв [1] (1855 г.): воспроизводящее ядро Сегё,
формула Кристоффеля–Дарбу и т.д.

Г. Сегё [2]: “Исторически ортогональные многочлены
. . . впервые рассматривались в теории непрерывных дробей.
Эта связь очень важна и является одной из возможных
отправных точек при исследовании ортогональных
многочленов (см. П.Л. Чебышёв, . . . ).”
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Сходимость

А.А. Марков [4] (1895): µ̂(z) :=

∫
S

dµ(x)

z − x
=⇒

Pn

Qn
(z)

loc
−→ f(z), z ∈ Ĉ \ [α, β], [α, β] = conv(S).

supp µ = [α, β], dµ(x) = ρ(x) dx, ρ > 0 п.в. на [α, β] =⇒ нули
Qn, xn,1, . . . , xn,n, восстанавливают [α, β]:

1
n

n∑
j=1

δxn,j

∗
−→ λ[α,β], dλ[−1,1] =

1
π

dx
√

1 − x2
.
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f ∈ H(∞) – произвольный росток (f < C(z))
⇒ ∀n ∈ N ∃Pn,Qn, deg Pn 6 n − 1, deg Qn 6 n, Qn . 0,

(Qnf − Pn)(z) = O
(

1
zn+1

)
, z → ∞. (2)

(Qnf)(z) = ∗ · zn−1 + · · ·+ ∗ · z0 + 0 ·
1
z

+ · · ·+ 0 ·
1
zn + · · · .

[n/n]f := Pn/Qn – диагональная аппроксимация Паде ряда f .
(2) =⇒ [n/n]f строится по c0, c1, . . . , c2n−1, т.е. по S2n(z; f).
Для нормальных индексов n ∈ Λ = Λ(f) ⊆ N

[n/n]f (z) =
c0

z
+

c1

z2 + · · ·+
c2n−1

z2n + O
(

1
z2n+1

)
, z → ∞.
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Теорема Маркова

Гончар–Наттолл–Шталь–Гончар (1975–1986), GRS-method

“One-Ninth” Constant,
Richard Steven Varga (October 9, 1928 – February 25, 2022)

=⇒ “Varga’s Constant”,
Гончар–Рахманов, 1986
=⇒ “Halphen Constant”,

Wolfram MathWorld, One-NinthConstant

https://mathworld.wolfram.com/One-NinthConstant.html
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Гончар–Наттолл–Шталь–Гончар (1975–1986)

А.А. Гончар [5] (1975): f(z) = µ̂(z) + r(z), supp µ = [α, β] =: ∆,
µ′ = dµ/dx > 0 на ∆, r(z) ∈ C(z) – комплексная рациональная
функция, r ∈ H(∆), r(∞) = 0 =⇒

[n/n]f (z)
sph
−→ f(z), z ∈ Ĉ \∆,

⇒ ∀ полюс f кратности m притягивает ровно m полюсов
[n/n]f ; остальные полюсы [n/n]f притягиваются к ∆;

f(z)
sph
= [n0/n0]f (z) +

∞∑
k=n0

Ak

(Qk Qk+1)(z)
, z ∈ Ĉ \∆. (3)

(3): АП =⇒ нелинейный метод суммирования f за пределами
|z| > R.
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Теорема Маркова

Уточнение Теоремы Гончара, 1975
А.А. Гончар, С.П.С. (2004):

f(z) = µ̂(z) + r(z),

dµ(x) =
ρ(x) dx√

(x − α)(x − β)
, ρ : ∆→ C \ {0}, ρ ∈ H(∆),

=⇒ в малой окрестности m-кратного полюса z = a функции
f = µ̂ + r полюсы [n/n]f асимптотически располагаются в
вершинах правильного m-угольника:

aj(n) = a +
Cεj

Bn

(
1 + o(δn)

)
, n → ∞, j = 1, . . . ,m, (4)

δ ∈ (0, 1), ε = e2πi/m (εm = 1), B = B(a), |B | > 1.
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Спасибо за внимание!
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