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Ñîäåðæàíèå

1 Êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Ìîòèâèðóþùèé ïðèìåð
Ïîíÿòèå è ñâîéñòâà êðèòè÷åñêèõ ìíîæèòåëåé

2 Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé
Ïîíÿòèå êðèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
Íåêðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåóñòîé÷èâû
Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ÷àñòî óñòîé÷èâû
Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïðèòÿãèâàþò íüþòîíîâñêèå
òðàåêòîðèè

3 Ñíîâà êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ è êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè
2-ðåãóëÿðíîñòü è êëþ÷åâîå ïðåäïîëîæåíèå

4 Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè

f (x)→ min, h(x) = 0,

ãäå f : Rn → R è h : Rn → Rl � äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûå.

Ñèñòåìà Ëàãðàíæà äëÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê è ìíîæèòåëåé

∂L

∂x
(x , λ) = 0, h(x) = 0,

ãäå L : Rn × Rl → R � ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà:

L(x , λ) = f (x) + 〈λ, h(x)〉.
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Ìåòîä Íüþòîíà�Ëàãðàíæà (NLM)

Äëÿ òåêóùåãî ïðèáëèæåíèÿ (xk , λk) ∈ Rn × Rl

Èòåðàöèÿ

Âû÷èñëÿåì (xk+1, λk+1) êàê ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

∂2L

∂x2
(xk , λk)(x − xk) + (h′(xk))>(λ− λk) = −∂L

∂x
(xk , λk),

h′(xk)(x − xk) = −h(xk).

Ýòî èòåðàöèÿ ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ ñèñòåìû Ëàãðàíæà.
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Ìåòîä Íüþòîíà�Ëàãðàíæà

Ëîêàëüíàÿ ñâåðõëèíåéíàÿ ñõîäèìîñòü ê ðåøåíèþ (x̄ , λ̄)
ïðåäïîëàãàåò ïî êðàéíåé ìåðå ðåãóëÿðíîñòü îãðàíè÷åíèé:

rank h′(x̄) = l .

Åñëè îíî íå âûïîëíåíî, òî ðåøåíèå (x̄ , λ̄) íå ìîæåò áûòü
èçîëèðîâàííûì, è äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ðàçðàáîòàíû ñïåöèàëüíûå
ìîäèôèêàöèè ìåòîäà Íüþòîíà:

ñòàáèëèçèðîâàííûé NLM (sNLM);

ìåòîä Ëåâåíáåðãà�Ìàêâàðäòà (LM);

ìåòîä LP-Newton (LP-N).

Âñå îíè ëîêàëüíî ñâåðõëèíåéíî ñõîäÿòñÿ âáëèçè ìíîæèòåëåé,
óäîâëåòâîðÿþùèõ äîñòàòî÷íîìó óñëîâèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà
îïòèìàëüíîñòè, äàæå ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè
îãðàíè÷åíèé.
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¾Ïðîáëåìíûå¿ ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà

Ïðèìåð

Äëÿ çàäà÷è
x2 → min, x2 = 0,

ñèñòåìà Ëàãðàíæà

2x(1 + λ) = 0, x2 = 0,

èìååò ìíîæåñòâî ðåøåíèé {0} × R.
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¾Ïðîáëåìíûå¿ ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà è íüþòîíîâñêèå
ìåòîäû

Ïðèìåð (ïðîäîëæåíèå)

NLM:

2(1 + λk)(x − xk) + 2xk(λ− λk) = −2xk(1 + λk),

2xk(x − xk) = −(xk)2

↓ (ïðè xk 6= 0)

xk+1 =
1

2
xk , λk+1 = λk − 1

2
(1 + λk)⇒ λk+1 + 1 =

1

2
(λk + 1).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(xk , λk)} ñõîäèòñÿ ê (x̄ , λ̄) = (0, −1) ñ
ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ ñ îáùèì ÷àñòíûì 1/2.
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Ïðèìåð: ìåòîä LM
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Ïðèìåð (ïðîäîëæåíèå)

Êàíîíè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ:

x2−ax → min, x2 = b,

ãäå a ∈ R è b ∈ R � ïàðàìåòðû.
Ñèñòåìà Ëàãðàíæà

2x(1 + λ) = a, x2 = b,

↓ (ïðè b > 0)

x(b) = ±
√
b, λ(a, b) = −1± a

2
√
b
.
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Åñëè (a, b)→ 0, ïðè÷åì b > γ|a|q ïðè ôèêñèðîâàííûõ γ > 0 è
q ∈ (0, 2), òî

|a|
2
√
b
≤ 1

2
√
γ
|a|1−q/2 → 0⇒ λ(a, b)→ −1.

Ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà, îòëè÷íûå îò λ̄ = −1, ìîãóò áûòü
óñòîé÷èâû òîëüêî ïî îòíîøåíèþ ê î÷åíü ñïåöèàëüíûì
âîçìóùåíèÿì, a èìåííî, ê òàêèì, ÷òî (a, b)→ 0 ¾âäîëü¿
ïðÿìîé b = 0: ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ
¾îáùåãî ïîëîæåíèÿ¿ òàêèå ìíîæèòåëè èñ÷åçàþò.

Ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà λ̄ = −1 óñòîé÷èâ ïî îòíîøåíèþ ê
øèðîêèì êëàññàì âîçìóùåíèé.
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Ïðèìåð: êàíîíè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ
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Êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà λ̄, îòâå÷àþùèé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå x̄ ,
íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâóåò ξ ∈ ker h′(x̄) \ {0}
òàêîé, ÷òî

∂2L

∂x2
(x̄ , λ̄)ξ ∈ im(h′(x̄))>.

Èíà÷å ìíîæèòåëü λ̄ íàçûâàåòñÿ íåêðèòè÷åñêèì.

Êðèòè÷íîñòü λ̄ ⇔ âûðîæäåííîñòè ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû
H(λ) êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

ξ 7→
〈
∂2L

∂x2
(x̄ , λ)ξ, ξ

〉
: ker h′(x̄)→ R

ïðè λ = λ̄.
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Ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ ìíîæèòåëåé

Åñëè ìíîæåñòâî Λ(x̄) îòâå÷àþùèõ x̄ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà íå
îäíîòî÷å÷íîå, òî îíî ìîæåò ñîäåðæàòü êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè
óñòîé÷èâûì îáðàçîì.
Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ ìíîæèòåëåé îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ
òîùèì â Λ(x̄), ïîñêîëüêó îíî õàðàêòåðèçóåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì
óðàâíåíèåì

detH(λ) = 0

íà àôôèííîì ìíîæåñòâå Λ(x̄).
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Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âòîðîãî ïîðÿäêà (SOSC)

Ìíîæèòåëü λ̄ âñåãäà íåêðèòè÷åñêèé, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò
SOSC 〈

∂2L

∂x2
(x̄ , λ̄)ξ, ξ

〉
> 0 ∀ ξ ∈ ker h′(x̄) \ {0}.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ¾íåîáõîäèìîå¿ óñëîâèå âòîðîãî ïîðÿäêà〈
∂2L

∂x2
(x̄ , λ̄)ξ, ξ

〉
≥ 0 ∀ ξ ∈ ker h′(x̄),

òî íåêðèòè÷íîñòü λ̄ ⇔ SOSC.
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Íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèöû ßêîáè ñèñòåìû Ëàãðàíæà

Ïðåäëîæåíèå

Äëÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êè x̄ è îòâå÷àþùåãî åé ìíîæèòåëÿ
Ëàãðàíæà λ̄ ìàòðèöà ßêîáè ∂2L

∂x2
(x̄ , λ̄) (h′(x̄))>

h′(x̄) 0

 = L′′(x̄ , λ̄)

ñèñòåìû Ëàãðàíæà íåâûðîæäåíà ⇔
â òî÷êå x̄ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèé
(⇒ ìíîæèòåëü λ̄ åäèíñòâåííûé), è

ìíîæèòåëü λ̄ íåêðèòè÷åñêèé.
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Õàðàêòåðèçàöèÿ íåêðèòè÷íîñòè

Òåîðåìà

Äëÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êè x̄ îòâå÷àþùèé åé ìíîæèòåëü
Ëàãðàíæà λ̄ íåêðèòè÷åñêèé ⇔ âûïîëíÿåòñÿ ëþáîå èç
ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ ñâîéñòâ:

èìååò ìåñòî îöåíêà

‖x − x̄‖+ dist(λ, Λ(x̄)) = O

(∥∥∥∥(∂L∂x (x , λ), h(x)

)∥∥∥∥)
ïðè (x , λ)→ (x̄ , λ̄);
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Õàðàêòåðèçàöèÿ íåêðèòè÷íîñòè

Òåîðåìà (çàâåðøåíèå)

äëÿ ëþáîãî âîçìóùåíèÿ (a, b) ∈ Rn × Rl è ëþáîãî
ðåøåíèÿ (x(a, b), λ(a, b)) ñèñòåìû Ëàãðàíæà

∂L

∂x
(x , λ) = a, h(x) = b

êàíîíè÷åñêè âîçìóùåííîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè,
äîñòàòî÷íî áëèçêîãî ê (x̄ , λ̄), èìååò ìåñòî îöåíêà

‖x(a, b)− x̄‖+ dist(λ(a, b), Λ(x̄)) = O(‖(a, b)‖)

ïðè (a, b)→ (0, 0).
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Êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ñíîâà êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ìîòèâèðóþùèé ïðèìåð
Ïîíÿòèå è ñâîéñòâà êðèòè÷åñêèõ ìíîæèòåëåé

Íåèçîëèðîâàííûå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè

Åñëè x̄ � íåèçîëèðîâàííàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà, à λ̄ � ïðåäåë
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, îòâå÷àþùèõ
ñòàöèîíàðíûì òî÷êàì, îáðàçóþùèì ñõîäÿùóþñÿ ê x̄
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî λ̄ îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îòâå÷àþùèì x̄
êðèòè÷åñêèì ìíîæèòåëåì Ëàãðàíæà.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè x̄ � íåèçîëèðîâàííàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèé, òî
åäèíñòâåííûé îòâå÷àþùèé åé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà ÿâëÿåòñÿ
êðèòè÷åñêèì.
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Ìîòèâèðóþùèé ïðèìåð
Ïîíÿòèå è ñâîéñòâà êðèòè÷åñêèõ ìíîæèòåëåé

Ñïåöèàëüíûå ñâîéñòâà êðèòè÷åñêèõ ìíîæèòåëåé

Êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà

ïðèòÿãèâàþò òðàåêòîðèè íüþòîíîâñêèõ ìåòîäîâ, è èìåííî
ïîýòîìó ïîñëåäíèå îáû÷íî òåðÿþò ñâåðõëèíåéíóþ ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè íà çàäà÷àõ ñ íåðåãóëÿðíûìè îãðàíè÷åíèÿìè;

îáëàäàþò îñîáûìè ñâîéñòâàìè óñòîé÷èâîñòè (â îòëè÷èå îò
íåêðèòè÷åñêèõ, êîòîðûå îáû÷íî èñ÷åçàþò ïðè
âîçìóùåíèÿõ).

Ïî÷åìó?!

. . .
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Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïðèòÿãèâàþò òðàåêòîðèè

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïîíèìàíèå êðèòè÷íîñòè êàê íàðóøåíèÿ ëîêàëüíîé
ëèïøèöåâîé îöåíêè ðàññòîÿíèÿ äî ìíîæåñòâà
ðåøåíèé � êëþ÷ ê ðàñïðîñòðàíåíèþ ýòîé êîíöåïöèè íà
áîëåå îáùèå çàäà÷è.

Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå

Φ(u) = 0,

ãäå Φ : Rp → Rq � äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå.
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Îñîáûå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ðåøåíèå ū íàçûâàåòñÿ íåîñîáûì, åñëè

rankΦ′(ū) = q;

èíà÷å îñîáûì.
Åñëè p = q, òî âñÿêîå íåèçîëèðîâàííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ
îñîáûì.
Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ū âûïîëíÿåòñÿ

TΦ−1(0)(ū) ⊂ kerΦ′(ū),

ïðè÷åì åñëè ðåøåíèå ū íåîñîáîå, òî âåðíî è îáðàòíîå
âêëþ÷åíèå ⇒

TΦ−1(0)(ū) = kerΦ′(ū).
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Îïðåäåëåíèå

Ðåøåíèå ū íàçûâàåòñÿ íåêðèòè÷åñêèì, åñëè

ìíîæåñòâî ðåøåíèé Φ−1(0) ðåãóëÿðíî ïî Êëàðêó â òî÷êå ū,
è

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

TΦ−1(0)(ū) = kerΦ′(ū).

Èíà÷å ðåøåíèå ū íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì.
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Òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè

Îïðåäåëåíèå

Îòîáðàæåíèå Φ íàçûâàåòñÿ ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìûì â òî÷êå
ū ∈ Φ−1(0) îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Φ−1(0), åñëè îíî
äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå ū è

‖Φ(u)− Φ′(ū)(u − û)‖ = o(‖u − û‖)

ïðè u → ū è û → ū, û ∈ Φ−1(0).

Ýòî ñâîéñòâî ñëàáåå îáû÷íîé ñòðîãîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè:
åñëè ū � èçîëèðîâàííîå ðåøåíèå, òî îíî ðàâíîñèëüíî
äèôôåðåíöèðóåìîñòè Φ â òî÷êå ū.
Äëÿ ñèñòåìû Ëàãðàíæà ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè
äâóêðàòíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè f è h â èçîëèðîâàííîé
ñòàöèîíàðíîé òî÷êå x̄ .
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Õàðàêòåðèçàöèÿ íåêðèòè÷íîñòè

Òåîðåìà

Ïóñòü Φ ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî â ðåøåíèè ū îòíîñèòåëüíî
ìíîæåñòâà ðåøåíèé.
Òîãäà ðåøåíèå ū íåêðèòè÷åñêîå ⇔ âûïîëíÿåòñÿ ëþáîå èç
ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ ñâîéñòâ:

èìååò ìåñòî îöåíêà

dist(u, Φ−1(0)) = O(‖Φ(u)‖)

ïðè u → ū;
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Òåîðåìà (çàâåðøåíèå)

äëÿ ëþáîãî w ∈ Rq è ëþáîãî ðåøåíèÿ u(w) âîçìóùåííîãî
óðàâíåíèÿ

Φ(u) = w ,

äîñòàòî÷íî áëèçêîãî ê ū, èìååò ìåñòî îöåíêà

dist(u(w), Φ−1(0)) = O(‖w‖)

ïðè w → 0.
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Õàðàêòåðèçàöèÿ íåêðèòè÷íîñòè

Åñëè ïðåäïîëàãàòü íåïðåðûâíóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü Φ
âáëèçè ū, òî èç îöåíêè ðàññòîÿíèÿ ⇒ Φ−1(0) � ãëàäêîå
ïîäìíîãîîáðàçèå âáëèçè ū, è çíà÷èò, àâòîìàòè÷åñêè ðåãóëÿðíî
ïî Êëàðêó â òî÷êå ū.
Â èñïîëüçóåìûõ çäåñü òðåáîâàíèÿõ ãëàäêîñòè ìíîæåñòâî
ðåøåíèé ìîæåò íå áûòü ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì.

Âñå èíãðåäèåíòû ïðèâåäåííîé òåîðåìû ñóùåñòâåííû.
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Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè ñâîéñòâàìè
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Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïðèòÿãèâàþò òðàåêòîðèè

Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè ñâîéñòâàìè
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Êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ñíîâà êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ïîíÿòèå êðèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
Íåêðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåóñòîé÷èâû
Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ÷àñòî óñòîé÷èâû
Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïðèòÿãèâàþò òðàåêòîðèè

Íåóñòîé÷èâîñòü îñîáûõ íåêðèòè÷åñêèõ ðåøåíèé

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü Φ ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî â íåêðèòè÷åñêîì ðåøåíèè ū
îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Ïóñòü ñóùåñòâóþò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {wk} ⊂ Rq \ {0} è {uk} ⊂ Rp òàêèå, ÷òî
{wk} → 0, {uk} → ū, è äëÿ ëþáîãî k âûïîëíÿåòñÿ Φ(uk) = wk ,
à ûk ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé uk íà ìíîæåñòâî ðåøåíèé.
Òîãäà

‖uk − ûk‖ = O(‖wk‖)

ïðè k →∞, è ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà (d , v) îãðàíè÷åííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(wk , uk − ûk)/‖wk‖} óäîâëåòâîðÿåò
ðàâåíñòâó

Φ′(ū)v = d .
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Êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ñíîâà êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ïîíÿòèå êðèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
Íåêðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåóñòîé÷èâû
Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ÷àñòî óñòîé÷èâû
Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïðèòÿãèâàþò òðàåêòîðèè

Íåóñòîé÷èâîñòü îñîáûõ íåêðèòè÷åñêèõ ðåøåíèé

Ïðè ýòîì
d ∈ imΦ′(ū).

Åñëè ðåøåíèå ū îñîáîå, òî ïðàâàÿ ÷àñòü � ñîáñòâåííîå
ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Rq ⇒ ýòî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ
òîëüêî äëÿ î÷åíü ñïåöèàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {wk}, a
èìåííî, ñõîäÿùèõñÿ ê 0 ¾âäîëü¿ imΦ′(ū).

Îñîáûå íåêðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü óñòîé÷èâû
òîëüêî ïî îòíîøåíèþ ê î÷åíü ñïåöèàëüíûì
âîçìóùåíèÿì.
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Êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ñíîâà êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ïîíÿòèå êðèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
Íåêðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåóñòîé÷èâû
Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ÷àñòî óñòîé÷èâû
Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïðèòÿãèâàþò òðàåêòîðèè

2-ðåãóëÿðíîñòü

Äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîå â òî÷êå ū îòîáðàæåíèå Φ
íàçûâàåòñÿ 2-ðåãóëÿðíûì â ýòîé òî÷êå ïî íàïðàâëåíèþ v ∈ Rp,
åñëè

imΦ′(ū) + Φ′′(ū)[v , kerΦ′(ū)] = Rq.

Ýòî ñâîéñòâî:

ñîõðàíÿåòñÿ ïðè óìíîæåíèè v íà ëþáîå íåíóëåâîå ÷èñëî,
è, â ÷àñòíîñòè, íå çàâèñèò îò äëèíû v , à òîëüêî îò
íàïðàâëåíèÿ;

óñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì v ;

âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì v (âêëþ÷àÿ v = 0), åñëè
rankΦ′(ū) = q, íî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ è ïðè íàðóøåíèè
ýòîãî óñëîâèÿ (ñ íåíóëåâûìè v).
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Êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
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Ñíîâà êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
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Ïîíÿòèå êðèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
Íåêðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåóñòîé÷èâû
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Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïðèòÿãèâàþò òðàåêòîðèè

2-ðåãóëÿðíîñòü

Êëþ÷åâîå ïðåäïîëîæåíèå

Îòîáðàæåíèå Φ 2-ðåãóëÿðíî â ðåøåíèè ū ïî íåêîòîðîìó
íàïðàâëåíèþ v̄ ∈ kerΦ′(ū).

Äàæå åñëè p = q, ýòî ïðåäïîëîæåíèå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ â
îñîáûõ (è äàæå íåèçîëèðîâàííûõ) êðèòè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ.
Ïðè ýòîì, åñëè p = q, òî ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå ìîæåò
âûïîëíÿòüñÿ â îñîáûõ íåêðèòè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ: ïðè åãî
âûïîëíåíèè íàðóøàåòñÿ ðàâåíñòâî TΦ−1(0)(ū) = kerΦ′(ū).
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Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ÷àñòî óñòîé÷èâû
Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïðèòÿãèâàþò òðàåêòîðèè

2-ðåãóëÿðíîñòü

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îíî âûïîëíÿåòñÿ, òî äëÿ ëþáîãî
v ∈ kerΦ′(ū) = TΦ−1(0)(ū) èìååò ìåñòî

Φ′′(ū)[v , v ] ∈ imΦ′(ū).

Ïðè p = q îòîáðàæåíèå Φ 2-ðåãóëÿðíî â òî÷êå ū ïî
íàïðàâëåíèþ v ⇔

dimΦ′′(ū)[v , kerΦ′(ū)] = dim kerΦ′(ū),

imΦ′(ū) ∩ Φ′′(ū)[v , kerΦ′(ū)] = {0}.

Åñëè Φ′′(ū)[v , v ] = 0, òî íàðóøàåòñÿ ïåðâîå, à â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå âòîðîå.
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Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïðèòÿãèâàþò òðàåêòîðèè

Óñòîé÷èâîñòü êðèòè÷åñêèõ ðåøåíèé

Òåîðåìà

Ïóñòü âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ Φ íåïðåðûâíà â ðåøåíèè ū. Ïóñòü
âûïîëíåíî êëþ÷åâîå ïðåäïîëîæåíèå.
Òîãäà íàéäóòñÿ ε > 0, δ > 0 è γ > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

w ∈ B(0, ε) ∩ coneB(Φ′′(ū)[v̄ , v̄ ], δ)

âîçìóùåííîå óðàâíåíèå Φ(u) = w èìååò ðåøåíèå u(w),
óäîâëåòâîðÿþùåå îöåíêå

γ‖u(w)− ū‖ ≤ ‖w‖1/2.

Ìíîæåñòâî âîçìóùåíèé w , îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ
óñòîé÷èâî êðèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ¾øèðîêîå¿ (íå
ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òîùèì).
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Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïðèòÿãèâàþò òðàåêòîðèè

Ìåòîä Íüþòîíà

Ñ ýòîãî ìîìåíòà ïóñòü p = q.

Äëÿ òåêóùåãî ïðèáëèæåíèÿ uk ∈ Rp

Èòåðàöèÿ

Âû÷èñëÿåì uk+1 êàê ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Φ(uk) + Φ′(uk)(u − uk) = 0.
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Ïðèòÿæåíèå ê êðèòè÷åñêèì ðåøåíèÿì

Òåîðåìà

Ïóñòü âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ Φ íåïðåðûâíà â ðåøåíèè ū. Ïóñòü
âûïîëíåíî êëþ÷åâîå ïðåäïîëîæåíèå.
Òîãäà ñóùåñòâóåò çâåçäíîå îòíîñèòåëüíî ū è àñèìïòîòè÷åñêè
ïëîòíîå â ýòîé òî÷êå ìíîæåñòâî U ⊂ Rp, òàêîå, ÷òî ëþáàÿ
íà÷àëüíàÿ òî÷êà u0 ∈ U \ {ū} îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò
òðàåêòîðèþ {uk} ìåòîäà Íüþòîíà, uk 6= ū äëÿ âñåõ k ,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk} ñõîäèòñÿ ê ū, è

lim
k→∞

‖uk+1 − ū‖
‖uk − ū‖

=
1

2
.

Íüþòîíîâñêèå òðàåêòîðèè ñõîäÿòñÿ ê êðèòè÷åñêîìó
ðåøåíèþ èç ¾øèðîêîãî¿ ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ òî÷åê.
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Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ è êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè
2-ðåãóëÿðíîñòü è êëþ÷åâîå ïðåäïîëîæåíèå

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè

f (x)→ min, h(x) = 0,

ãäå f : Rn → R è h : Rn → Rl � äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûå.

Ñèñòåìà Ëàãðàíæà äëÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê è ìíîæèòåëåé

∂L

∂x
(x , λ) = 0, h(x) = 0,

ãäå L : Rn × Rl → R � ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà:

L(x , λ) = f (x) + 〈λ, h(x)〉.
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Êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
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Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ è êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè
2-ðåãóëÿðíîñòü è êëþ÷åâîå ïðåäïîëîæåíèå

Ñèñòåìà Ëàãðàíæà

Ýòî óðàâíåíèå
Φ(u) = 0,

â êîòîðîì p = q = n + l , u = (x , λ),

Φ(u) =

(
∂L

∂x
(x , λ), h(x)

)
.
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Êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
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2-ðåãóëÿðíîñòü è êëþ÷åâîå ïðåäïîëîæåíèå

Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû Ëàãðàíæà

Åñëè x̄ � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà, òî Φ−1(0) ñîäåðæèò àôôèííîå
ìíîãîîáðàçèå S = {x̄} × Λ(x̄) ⇒ äëÿ ëþáîãî λ̄ ∈ Λ(x̄)

TS(ū) ⊂ TΦ−1(0)(ū),

ãäå ū = (x̄ , λ̄). Ïðè ýòîì

dimS = dim ker(h′(x̄))> = l − rank h′(x̄)

⇒ dimS > 0 ⇔ íàðóøàåòñÿ óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèé
rank h′(x̄) = l .
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Êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
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Ñíîâà êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ è êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè
2-ðåãóëÿðíîñòü è êëþ÷åâîå ïðåäïîëîæåíèå

Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû Ëàãðàíæà

Ïîñêîëüêó

Φ′(u) =

 ∂2L

∂x2
(x , λ) (h′(x))>

h′(x) 0

 ,

èìååì

kerΦ′(ū) =

{
(ξ, η) ∈ Q(x̄ , λ̄)× Rl

∣∣∣∣ (h′(x̄))>η = −∂
2L

∂x2
(x̄ , λ̄)ξ

}
,

ãäå

Q(x̄ , λ̄) =

{
ξ ∈ ker h′(x̄)

∣∣∣∣ ∂2L∂x2
(x̄ , λ̄)ξ ∈ im

(
h′(x̄)

)>}
.
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Êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ñíîâà êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ è êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè
2-ðåãóëÿðíîñòü è êëþ÷åâîå ïðåäïîëîæåíèå

Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû Ëàãðàíæà

Òîãäà

dim kerΦ′(ū) = dimQ(x̄ , λ̄) + dim ker(h′(x̄))>

⇒ dim kerΦ′(ū) > dimS ⇔ Q(x̄ , λ̄) 6= {0}.

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü x̄ � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà, à λ̄ � îòâå÷àþùèé åé
ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà.
Åñëè ìíîæèòåëü λ̄ íåêðèòè÷åñêèé, òî ū = (x̄ , λ̄) �
íåêðèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû Ëàãðàíæà.
Åñëè x̄ � èçîëèðîâàííàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà, òî ū = (x̄ , λ̄)
ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì ðåøåíèåì ñèñòåìû Ëàãðàíæà ⇔
ìíîæèòåëü λ̄ êðèòè÷åñêèé.
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Êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ñíîâà êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ è êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè
2-ðåãóëÿðíîñòü è êëþ÷åâîå ïðåäïîëîæåíèå

Êîãäà âûïîëíÿåòñÿ êëþ÷åâîå ïðåäïîëîæåíèå

î ñóùåñòâîâàíèè v̄ = (ξ̄, η̄) ∈ kerΦ′(ū) òàêîãî, ÷òî Φ
2-ðåãóëÿðíî â òî÷êå ū = (x̄ , λ̄) ïî íàïðàâëåíèþ v̄?

Ïóñòü dimQ(x̄ , λ̄) = 1, ò.å.,

Q(x̄ , λ̄) � ïðÿìàÿ, íàòÿíóòàÿ íà íåêîòîðûé âåêòîð
ξ̄ ∈ Rn \ {0}, ò.å.,
H(λ̄) èìååò íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ãåîìåòðè÷åñêîé
êðàòíîñòè 1, ò.å.,

λ̄ � êðèòè÷åñêèé ìíîæèòåëü ïîðÿäêà 1.
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Êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ñíîâà êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ è êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè
2-ðåãóëÿðíîñòü è êëþ÷åâîå ïðåäïîëîæåíèå

Êîãäà âûïîëíÿåòñÿ êëþ÷åâîå ïðåäïîëîæåíèå

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü f è h òðèæäû äèôôåðåíöèðóåìû â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå x̄
ñ îòâå÷àþùèì åé ìíîæèòåëåì Ëàãðàíæà λ̄. Ïóñòü Q(x̄ , λ̄)
íàòÿíóòî íà ξ̄ ∈ Rn \ {0}.
Åñëè rank h′(x̄) = l − 1, òî kerΦ′(ū) ñîäåðæèò ýëåìåíòû âèäà
v = (ξ̄, η) ñ íåêîòîðûì η ∈ Rl , è Φ 2-ðåãóëÿðíî â òî÷êå ū ïî
ëþáîìó òàêîìó íàïðàâëåíèþ ⇔

h′′(x̄)[ξ̄, ξ̄] 6∈ im h′(x̄).

Åñëè rank h′(x̄) ≤ l − 2, òî Φ íå ìîæåò áûòü 2-ðåãóëÿðíûì â
òî÷êå ū íè ïî êàêîìó íàïðàâëåíèþ v ∈ kerΦ′(ū).
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Êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ñíîâà êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ è êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè
2-ðåãóëÿðíîñòü è êëþ÷åâîå ïðåäïîëîæåíèå

Êîãäà âûïîëíÿåòñÿ êëþ÷åâîå ïðåäïîëîæåíèå

Ìîòèâèðóþùèé ïðèìåð (ïðîäîëæåíèå)

Äëÿ çàäà÷è
x2 → min, x2 = 0,

ñèñòåìà Ëàãðàíæà èìååò âèä

Φ(u) = 0,

ãäå Φ : R2 → R2, Φ(u) = (2x(1 + λ), x2).
Çäåñü l = 1, h′(0) = 0, dimQ(0, −1) = 1, è h′′(0) 6= 0 ⇒ Φ
2-ðåãóëÿðíî â òî÷êå ū = (0, −1) ïî íàïðàâëåíèþ
v = (ξ̄, η) ∈ kerΦ′(ū) äëÿ ëþáûõ ξ̄ ∈ R \ {0} è η ∈ R.
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Êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ñíîâà êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ è êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè
2-ðåãóëÿðíîñòü è êëþ÷åâîå ïðåäïîëîæåíèå

Êîãäà âûïîëíÿåòñÿ êëþ÷åâîå ïðåäïîëîæåíèå

Ñëó÷àé dimQ(x̄ , λ̄) ≥ 2 (ò.å. êîãäà ìíîæèòåëü λ̄ ÿâëÿåòñÿ
êðèòè÷åñêèì ïîðÿäêà > 1) îòêðûâàåò øèðîêèå
âîçìîæíîñòè äëÿ âûïîëíåíèÿ êëþ÷åâîãî ïðåäïîëîæåíèÿ.

Ïðèìåð

Äëÿ çàäà÷è

x21 − x22 + 2x23 → min, −1
2
x21 + x22 −

1

2
x23 = 0, x1x3 = 0

åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ x̄ = 0, h′(0) = 0, Λ(0) = R2.
Êðèòè÷åñêèìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæèòåëè λ, óäîâëåòâîðÿþùèå
λ1 = 1 èëè (λ1 − 3)2 − λ22 = 1.
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Êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ñíîâà êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ è êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè
2-ðåãóëÿðíîñòü è êëþ÷åâîå ïðåäïîëîæåíèå

Êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè
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Êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ñíîâà êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ è êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè
2-ðåãóëÿðíîñòü è êëþ÷åâîå ïðåäïîëîæåíèå

Êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè ïîðÿäêà > 1

Ïðèìåð (ïðîäîëæåíèå)

Âñå êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè, êðîìå λ̄ = (1, ±
√
3),

óäîâëåòâîðÿþò dimQ(0, λ) = 1 ⇒ êëþ÷åâîå ïðåäïîëîæåíèå íå
âûïîëíÿåòñÿ (h′(0) = 0, l = 2).
Ïðè ýòîì äëÿ λ̄ = (1, ±

√
3) âûïîëíÿåòñÿ dimQ(0, λ̄) = 2.
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Êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ñíîâà êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ è êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè
2-ðåãóëÿðíîñòü è êëþ÷åâîå ïðåäïîëîæåíèå

Êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè ïîðÿäêà 2
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Êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ñíîâà êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ è êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè
2-ðåãóëÿðíîñòü è êëþ÷åâîå ïðåäïîëîæåíèå

Êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè ïîðÿäêà > 1

Ñëó÷àè ñõîäèìîñòè ê λ̄ = (1,
√
3) (%)

RSP LM LP-N sNLM NLM

1 26 42 4 65

0.5 27 45 7 75

0.25 29 48 15 82

0.1 33 55 26 91

0.01 60 82 59 97
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Êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ñíîâà êðèòè÷åñêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Íàïðàâëåíèÿ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ

Áîëåå îáùèå êëàññû âàðèàöèîíûõ çàäà÷: óðàâíåíèÿ
ñ îãðàíè÷åíèÿìè, ñèñòåìû âêëþ÷àþùèå íåðàâåíñòâà,
êîïëåìåíòàðíûå ñèñòåìû áåç óñëîâèÿ ñòðîãîé
äîïîëíèòåëüíîñòè, . . .

Äàëüíåéøåå èçó÷åíèå ýôôåêòà ïðèòÿæåíèÿ ìåòîäîâ
ê êðèòè÷åñêèì ðåøåíèÿì: äðóãèå êëàññû ìåòîäîâ,
ñëó÷àè íàðóøåíèÿ êëþ÷åâîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, . . .

Ñâÿçè ìåæäó ýôôåêòîì ïðèòÿæåíèÿ è
óñòîé÷èâîñòüþ êðèòè÷åñêèõ ðåøåíèé.

Ñðåäñòâà ïðåîäîëåíèÿ íåãàòèâíîãî âëèÿíèÿ
êðèòè÷åñêèõ ðåøåíèé íà ïîâåäåíèå ìåòîäîâ.
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