
Основы теории открытых квантовых систем II.
Лекция 3.

Теретёнков Александр Евгеньевич

14 февраля 2021 г.

Основы теории открытых квантовых систем II. Лекция 3 Теретёнков Александр



Гауссовские состояния

Определение. Состояние 𝜌 называется гауссовским, если его
характеристическая функция 𝜒𝑊 (z) ≡ tr(𝜌 𝑒𝑖z

𝑇 a) представима
в виде экспоненты от квадратичных и линейных форм по z.

z ≡ (𝑧1, · · · , 𝑧𝑛, 𝑧1, · · · , 𝑧𝑛)𝑇

Матрицы плотности могут быть однозначно охарактеризованы
посредством характеристических функций.

𝜒𝑊 (z) ≡ tr(𝜌 𝑒𝑖z
𝑇 a) = 𝑒−

1
2
z𝑇𝐶z+𝑖z𝑇𝑚,

𝜒𝑁 (z) ≡ tr(𝜌 𝑒𝑖z
𝑇 𝐼+𝐸𝐽

2
a𝑒𝑖z

𝑇 𝐼−𝐸𝐽
2

a) = 𝑒−
1
2
z𝑇 (𝐶+ 1

2
𝐸)z+𝑖z𝑇𝑚,

𝜒𝐴(z) ≡ tr(𝜌 𝑒𝑖z
𝑇 𝐼−𝐸𝐽

2
a𝑒𝑖z

𝑇 𝐼+𝐸𝐽
2

a) = 𝑒−
1
2
z𝑇 (𝐶− 1

2
𝐸)z+𝑖z𝑇𝑚.

Основы теории открытых квантовых систем II. Лекция 3 Теретёнков Александр



Гауссовские состояния

Символы операторов

𝜌𝑂(z) ≡
∫︁

𝑑z 𝑒−𝑖u𝑇 z𝜒𝑂(u), 𝑂 = 𝑊,𝑁,𝐴

𝜌𝑊 (z) =
1√︀

det(𝐶𝐸)
𝑒−

1
2
(z−𝑚)𝑇𝐶−1(z−𝑚)

𝜌𝑁 (z) =
1√︁

det(𝐶𝐸 + 1
2𝐼)

𝑒−
1
2
(z−𝑚)𝑇 (𝐶+ 1

2
𝐸)

−1
(z−𝑚)

𝜌𝐴(z) =
1√︁

det(𝐶𝐸 − 1
2𝐼)

𝑒−
1
2
(z−𝑚)𝑇 (𝐶− 1

2
𝐸)

−1
(z−𝑚)

(в случае вырожденных матриц будут возникать
дельта-функции.)

Основы теории открытых квантовых систем II. Лекция 3 Теретёнков Александр



Гауссовские состояния

Смешанные состояния:

𝜌 = 𝑒
1
2
a𝑇𝐾a+𝑔𝑇 a+𝑠,

𝐾 = 𝐾𝑇 = 𝐾̃, 𝐾𝐸 < 0, 𝑔 = 𝑔, 𝑒𝑠 =
√︁
| det (𝑒𝐾𝐽 − 𝐼) | 𝑒

1
2
𝑔𝑇 1

𝐾
𝑔

Утверждение.

𝑚 = −𝐾−1𝑔, 𝐷 = 𝐽
𝑒𝐾𝐽

𝐼 − 𝑒𝐾𝐽
, 𝐶 = −𝐽

2
cth

𝐾𝐽

2
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Прямая подстановка

Утверждение. 𝜌𝑡 = 𝑒
1
2
a𝑇𝐾𝑡a+𝑔𝑇𝑡 a+𝑠𝑡 удовлетворяет

𝜌̇𝑡 = ℒ𝐻𝑡,Γ𝑡,𝑓𝑡(𝜌𝑡), 𝜌𝑡|𝑡=𝑡0 = 𝑒
1
2
a𝑇𝐾0a+𝑔𝑇0 a+𝑠0 ,

𝐾0 = 𝐾𝑇
0 = 𝐾̃0,𝐾0𝐸 < 0, 𝑔0 = 𝑔0,

если матрица 𝐾𝑡 определяется (однозначно при условии
𝐾𝑡 = 𝐾𝑇

𝑡 = 𝐾̃𝑡) из уравнения 𝐷𝑡(𝑒
−𝐾𝑡𝐽 − 𝐼) = 𝐽 , а матрица 𝐷𝑡

в свою очередь удовлетворяет линейному матричному
уравнению

𝑑

𝑑𝑡
𝐷𝑡 =𝐽

(︂
𝑖𝐻𝑡 +

1

2
(Γ𝑇

𝑡 − Γ𝑡)

)︂
𝐷𝑡+

+𝐷𝑡

(︂
−𝑖𝐻𝑡 +

1

2
(Γ𝑇

𝑡 − Γ𝑡)

)︂
𝐽 + 𝐽Γ𝑇

𝑡 𝐽,
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Прямая подстановка

𝑔𝑡 определяется из линейного дифференциального уравнения

𝑑

𝑑𝑡

(︂
1

𝐾𝑡𝐽
𝑔𝑡

)︂
=

(︂
𝑖𝐻𝑡 +

1

2
(Γ𝑇

𝑡 − Γ𝑡)

)︂
𝐽

1

𝐾𝑡𝐽
𝑔𝑡 − 𝑖𝑓𝑡,

а эволюция скалярного коэффициента 𝑠𝑡 определяется
формулой

𝑠𝑡 = 𝑠0 +
1

2
𝑔𝑇𝑡 𝐽

1

𝐾𝑡𝐽
𝑔𝑡 −

1

2
𝑔𝑇0 𝐽

1

𝐾0𝐽
𝑔0 − ln

√︀
| det(𝑒𝐾0𝐽 − 𝐼)|√︀
| det(𝑒𝐾𝑡𝐽 − 𝐼)|

,

Основы теории открытых квантовых систем II. Лекция 3 Теретёнков Александр



Прямая подстановка

Идея доказательства.

𝜌̇𝑡𝜌
−1
𝑡 =a𝑇

(︂
−𝑖𝐻𝑡 −

1

2
Γ𝑇

)︂
a− 𝑖a𝑇 𝑓𝑡+

+ 𝜌𝑡

(︂
a𝑇

(︂
𝑖𝐻𝑡 −

1

2
Γ𝑇
𝑡

)︂
a+ 𝑖a𝑇 𝑓𝑡

)︂
𝜌−1
𝑡 + a𝑇Γ𝑡𝜌𝑡a𝜌

−1
𝑡 .

Симметризуем квадратичные формы. Подставляем
𝜌𝑡 = 𝑒

1
2
a𝑇𝐾𝑡a+𝑔𝑇𝑡 a+𝑠𝑡 . Приравнивая отдельно квадратичные,

линейные формы и скаляры.
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Уравнения для нормального символа

Утверждение. Пусть 𝜌(z) — нормальный символ 𝜌, тогда:

(a𝜌)(z) =

(︂
z+

𝐸 − 𝐽

2

𝜕

𝜕z

)︂
𝜌(z),

(𝜌a)(z) =

(︂
z+

𝐸 + 𝐽

2

𝜕

𝜕z

)︂
𝜌(z).
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Уравнения для нормального символа

Утверждение. Нормальный символ 𝜌𝑡(z) удовлетворяет
уравнению

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑡(z) =

1

2

(︂
𝜕

𝜕z

)︂𝑇

𝑄𝑡
𝜕

𝜕z
𝜌𝑡(z)− z𝑇𝐵𝑇

𝑡

𝜕

𝜕z
𝜌𝑡(z)+

+𝑖𝑓𝑇
𝑡 𝐽

𝜕

𝜕z
𝜌𝑡(z)− (Tr𝐵𝑡) 𝜌𝑡(z),

где

𝑄𝑡 = 𝐽
Γ𝑡 + Γ𝑇

𝑡

2
𝐽−𝐸

2

(︂
−𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
𝐽−𝐽

(︂
𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
𝐸

2
,

𝐵𝑇
𝑡 =

(︂
−𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
𝐽.
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Уравнения для нормального символа

Утверждение. Если в начальный момент нормальный символ
равен 𝜌0(z) = 𝑒

1
2
z𝑇𝑅0z+z𝑇 𝑞0+𝑟0 , то решение уравнения для

нормального символа имеет вид 𝜌𝑡(z) = 𝑒
1
2
z𝑇𝑅𝑡z+z𝑇 𝑞𝑡+𝑟𝑡 , где

коэффициенты 𝑅𝑡, 𝑞𝑡, 𝑟𝑡 удовлетворяют системе уравнений:

𝑅̇𝑡 = −𝐵𝑇
𝑡 𝑅𝑡 −𝑅𝑡𝐵𝑡 +𝑅𝑡𝑄𝑡𝑅𝑡,

𝑞𝑡 = (𝑅𝑡𝑄𝑡 −𝐵𝑇 )𝑞𝑡 − 𝑖𝑅𝑡𝐽𝑓𝑡,

𝑟̇𝑡 =
1

2
Tr(𝑄𝑡𝑅𝑡)− Tr𝐵𝑡 +

1

2
𝑞𝑇𝑡 𝑄𝑡𝑞𝑡 + 𝑖𝑓𝑇

𝑡 𝐽𝑞𝑡.

Замечание. Подстановка 𝐶𝑡 = −𝐸/2−𝑅−1
𝑡 , 𝑚𝑡 = −𝑅−1

𝑡 𝑞𝑡
сводит первую пару уравнений к уравнениям для матрицы
ковариаций и первых моментов.
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