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На прошлой лекции...

В случае произвольной матрицы плотности системы (в
представлении взаимодействия)

𝜌𝑆(𝑡) =

(︂
|𝑥(𝑡)|2𝜌11(0) 𝑥(𝑡)𝜌10(0)
𝑥*(𝑡)𝜌01(0) 𝜌00(0) + (1− |𝑥(𝑡)|2)𝜌11(0)

)︂
,

где 𝑥(𝑡) — решение

𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡;𝜆) = −

∫︁ 𝑡

0

1

𝜆2
𝐺

(︂
𝑡− 𝑠

𝜆2

)︂
𝑥(𝑠;𝜆)𝑑𝑠,

где 𝑥(0;𝜆) = 1.
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На прошлой лекции...

𝑥(𝑡;𝜆)|pert = 𝑟(𝜆)𝑒𝑝(𝜆)𝑡

В случае 𝑥(𝑡) ̸= 0 редуцированная матрица плотности 𝜌𝑆(𝑡)
удовлетворяет

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑆(𝑡) = ℒ𝑡(𝜌𝑆(𝑡))

ℒ𝑡(𝜌) = −𝑖[∆Ω(𝑡)𝜎+𝜎−, 𝜌]+Γ(𝑡)

(︂
𝜎−𝜌𝜎+ − 1

2
𝜎+𝜎−𝜌−

1

2
𝜌𝜎+𝜎−

)︂
,

где

∆Ω(𝑡) = − Im
𝑥̇(𝑡)

𝑥(𝑡)
, Γ(𝑡) = −2Re

𝑥̇(𝑡)

𝑥(𝑡)
.

∆Ω(𝑡)|pert = − Im 𝑝(𝜆), Γ(𝑡)|pert = −2Re 𝑝(𝜆)
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Поправки к пределу Боголюбова-ван Хова

𝑥̃(𝑝;𝜆)|pert =
𝑟(𝜆)

𝑝− 𝑝(𝜆)
.

𝑝(𝜆) — решение уравнения

𝑝(𝜆) + 𝐺̃(𝜆2𝑝(𝜆)) = 0

в виде ряда 𝑝 =
∑︀∞

𝑛=0 𝑝𝑛𝜆
2𝑛.

𝑝0 = −𝐺̃0,

𝑝1 = 𝐺̃0𝐺̃1,

𝑝2 = −𝐺̃0(𝐺̃
2
1 + 𝐺̃0𝐺̃2),

𝑝3 = 𝐺̃0(𝐺̃
3
1 + 3𝐺̃0𝐺̃1𝐺̃2 + 𝐺̃2

0𝐺̃3).

𝐺̃𝑘 =
(−1)𝑘

𝑘!

∫︁ ∞
0

𝑡𝑘𝐺(𝑡)𝑑𝑡.
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Поправки к пределу Боголюбова-ван Хова

𝑟(𝜆) может быть найдено как

𝑟(𝜆) = lim
𝜀→0

𝜀𝑟(𝜆)

𝑝− 𝑝(𝜆)

⃒⃒⃒⃒
𝑝=𝑝(𝜆)+𝜀

= lim
𝜀→0

𝜀

𝑝+ 𝐺̃(𝜆2𝑝)

⃒⃒⃒⃒
𝑝=𝑝(𝜆)+𝜀

=
1

1 + 𝜆2 𝑑
𝑑𝑝𝐺̃|𝑝=𝜆2𝑝

.

𝑑𝑝

𝑑𝜆2
+

(︂
𝑑

𝑑𝑝
𝐺̃|𝑝=𝜆2𝑝

)︂(︂
𝑝+ 𝜆2 𝑑𝑝

𝑑𝜆2

)︂
= 0.

𝑟(𝜆) = 1 + 𝜆2 1

𝑝

𝑑𝑝

𝑑𝜆2
.
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Поправки к пределу Боголюбова-ван Хова

𝑟0 = 1

𝑟1 = −𝐺̃1,

𝑟2 = 𝐺̃2
1 + 2𝐺̃0𝐺̃2,

𝑟3 = −(𝐺̃3
1 + 6𝐺̃0𝐺̃1𝐺̃2 + 3𝐺̃2

0𝐺̃3).
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Явление начального слоя

𝜌(+0)|pert =
(︂

|𝑟(𝜆)|2𝜌11(0) 𝑟(𝜆)𝜌10(0)
𝑟*(𝜆)𝜌01(0) 𝜌00(0) + (1− |𝑟(𝜆)|2)𝜌11(0)

)︂
.
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Явление начального слоя

Пусть 𝜌(0) — матрица плотности. Тогда 𝜌(+0)|pert вообще
говоря не обязан быть матрицей плотности. А именно она не
будет таковой при |𝑟(𝜆)| > 1. Но она станет матрицей
плотности за время порядка

𝑡* = − ln |𝑟(𝜆)|
Re 𝑝(𝜆)

.

При Re 𝐺̃0 ̸= 0 в первом главном порядке теории возмущений
возникает при Re 𝐺̃1 < 0

𝑡* ≃ −𝜆2Re 𝐺̃1

Re 𝐺̃0
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Явление начального слоя

𝐺(𝑡) =

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑔2𝑙 𝑒
−(𝛾𝑙+𝑖Δ𝜔𝑙)𝑡, 𝑡 ≥ 0,

где ∆𝜔𝑙 ≡ 𝜔𝑙 − Ω.

𝑡* ≃ 𝜆2
𝑛∑︁

𝑙=1

𝐽𝑙(Ω)

𝐽(Ω)

1

𝛾𝑙

𝛾2𝑙 −∆𝜔2
𝑙

𝛾2𝑙 +∆𝜔2
𝑙

,

где 𝐽𝑙(𝜔) =
2𝛾𝑙𝑔

2
𝑙

𝛾2
𝑙 +(𝜔−𝜔𝑙)2

, 𝐽(𝜔) =
∑︀𝑛

𝑙=1 𝐽𝑙(𝜔).
Таким образом, нефизический начальный слой возникает при
достаточно малой расстройке |∆𝜔𝑙|. 𝛾−1𝑙 характеризует время
корреляции резервуара, поэтому 𝑡* порядка этого времени
корреляции.
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Корреляционные функции

Регрессионная формула

⟨𝜎−(𝑡2)𝜎+(𝑡1)⟩M = Tr(𝜎−Φ
𝑡2
𝑡1
(𝜎+Φ

𝑡1
0 (|0⟩⟨0|))) =

𝑥(𝑡2)

𝑥(𝑡1)
,

где Φ𝑡2
𝑡1

определяется 𝜌(𝑡2) = Φ𝑡2
𝑡1
𝜌(𝑡1), 𝑡2 ≥ 𝑡1.

Точное вычисление

⟨𝜎−(𝑡2)𝜎+(𝑡1)⟩ = 𝑥(𝑡2 − 𝑡1).

Таким образом, если учитывать только пертурбативные
слагаемые

⟨𝜎−(𝑡2)𝜎+(𝑡1)⟩M|pert = 𝑟⟨𝜎−(𝑡2)𝜎+(𝑡1)⟩|pert
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Расходящийся момент

𝐽(𝜔+Ω) = 𝜒𝑔2
2𝛾

𝛾2 + 𝜔2
+(1−𝜒)𝑔2|𝜔|

1
2

√
2𝛾

𝛾2 + 𝜔2
, 𝛾 > 0, 𝑔 > 0, 𝜒 ∈ (0,1).

В такой ситуации 𝐺̃0 = 𝜒𝑔2

𝛾 , а следующий момент 𝐺̃1

расходится. Тогда

𝑥(𝑡;𝜆2) = 𝑥0(𝑡) + 𝜆𝑥 1
2
(𝑡) +𝑂(𝜆2),

где

𝑥0(𝑡) = 𝑒
−𝜒 𝑔2

𝛾
𝑡
, 𝑥 1

2
(𝑡) = 𝑂(𝑡−

1
2 ), 𝑡 → +∞
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Метод проекционных операторов Накажимы — Цванцига

Рассматривается уравнение вида

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑡 = 𝜆ℒ𝑡𝜌𝑡

Базовый пример:
Гамилтониан

𝐻 = 𝐻0 + 𝜆𝐻𝐼

Уравнение Лиувилля-фон Неймана в представлении
взаимодействия

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑡 = 𝜆ℒ𝑡𝜌𝑡, ℒ𝑡 = −𝑖[𝐻𝐼(𝑡), ·], 𝐻𝐼(𝑡) = 𝑒𝑖𝐻0𝑡𝐻𝐼𝑒

−𝑖𝐻0𝑡
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Метод проекционных операторов Накажимы — Цванцига

Введём супероператор, который является идемпотентном

𝒫2 = 𝒫

Кроме того, введём оператор 𝒬

𝒫 +𝒬 = 𝐼

Базовый пример (Argyres, Kelley, 1964)

𝒫𝜌 = Tr𝐵 𝜌⊗ 𝜌𝐵
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Метод проекционных операторов Накажимы — Цванцига

Утверждение. Уравнение Накажимы-Цванцига (Nakajima,
1958; Zwanzig, 1960):

𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝜌𝑡 = 𝜆𝒫ℒ𝑡𝒫𝜌𝑡 + ℐ𝑡𝜌𝑡0 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝒦𝑡
𝑠𝜌𝑠𝑑𝑠

𝒦𝑡
𝑠 = 𝜆2𝒫ℒ𝑡𝒢𝑡

𝑠𝒬ℒ𝑠𝒫, ℐ𝑡 = 𝜆𝒫ℒ𝑡𝒢𝑡
𝑡0𝒬,

𝒢𝑡
𝑠 =

←−
Texp

(︂
𝜆

∫︁ 𝑡

𝑠
𝒬ℒ𝜏𝑑𝜏

)︂
, 𝒢𝑠

𝑠 = 𝐼
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Метод проекционных операторов Накажимы — Цванцига

Доказательство. Распишем уравнение Лиувилля-фон
Неймана в проекциях{︃

𝑑
𝑑𝑡𝒫𝜌𝑡 = 𝜆𝒫ℒ𝑡𝒫𝜌𝑡 + 𝜆𝒫ℒ𝑡𝒬𝜌𝑡
𝑑
𝑑𝑡𝒬𝜌𝑡 = 𝜆𝒬ℒ𝑡𝒫𝜌𝑡 + 𝜆𝒬ℒ𝑡𝒬𝜌𝑡

Интегрируя второе уравнение, имеем

𝒬𝜌𝑡 = 𝒢𝑡
𝑡0𝒬𝜌𝑡0 + 𝜆

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝒢𝑡
𝑠𝒬ℒ𝑠𝒫𝜌𝑠𝑑𝑠,

𝒢𝑡
𝑠 =

←−
Texp

(︂
𝜆

∫︁ 𝑡

𝑠
𝒬ℒ𝜏𝑑𝜏

)︂
, 𝒢𝑠

𝑠 = 𝐼
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Метод проекционных операторов Накажимы — Цванцига

Подставляя в первое уравнение, получаем уравнение
Накажимы-Цванцига

𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝜌𝑡 = 𝜆𝒫ℒ𝑡𝒫𝜌𝑡 + 𝜆𝒫ℒ𝑡𝒢𝑡

𝑡0𝒬𝜌𝑡0 + 𝜆2

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝒫ℒ𝑡𝒢𝑡
𝑠𝒬ℒ𝑠𝒫𝜌𝑠𝑑𝑠
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Метод проекционных операторов Накажимы — Цванцига

Как правило, рассматирвают случай, когда 𝒫ℒ𝑡𝒫 = 0, тогда

𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝜌𝑡 = ℐ𝑡𝜌𝑡0 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝒦𝑡
𝑠𝜌𝑠𝑑𝑠

В частности для 𝒫 = tr𝐵(·)⊗ 𝜌𝐵

𝒫ℒ𝑡𝒫𝜌 = −𝑖(Tr𝐵[𝐻𝐼(𝑡),𝜌𝑆⊗𝜌𝐵])⊗𝜌𝐵 = −𝑖[Tr𝐵(𝐻𝐼(𝑡)𝜌𝐵), 𝜌𝑆 ]⊗𝜌𝐵

Таким образом, 𝒫ℒ𝑡𝒫𝜌 = 0, если Tr𝐵(𝐻𝐼(𝑡)𝜌𝐵) = 0.
Это выполнено в случае, когда рассматривается гауссовский
бозонный резервуар с нулевым средним, а 𝐻𝐼(𝑡) — линеен по
операторам рождения и уничтожения. Более того, в этом
случае обнуление моментов нечётного порядка даёт

𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1 · · · ℒ𝑡2𝑘𝒫 = 0,

что также часто предполагается.
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𝒦𝑡
𝑠𝜌𝑠𝑑𝑠

В частности для 𝒫 = tr𝐵(·)⊗ 𝜌𝐵

𝒫ℒ𝑡𝒫𝜌 = −𝑖(Tr𝐵[𝐻𝐼(𝑡),𝜌𝑆⊗𝜌𝐵])⊗𝜌𝐵 = −𝑖[Tr𝐵(𝐻𝐼(𝑡)𝜌𝐵), 𝜌𝑆 ]⊗𝜌𝐵

Таким образом, 𝒫ℒ𝑡𝒫𝜌 = 0, если Tr𝐵(𝐻𝐼(𝑡)𝜌𝐵) = 0.

Это выполнено в случае, когда рассматривается гауссовский
бозонный резервуар с нулевым средним, а 𝐻𝐼(𝑡) — линеен по
операторам рождения и уничтожения. Более того, в этом
случае обнуление моментов нечётного порядка даёт

𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1 · · · ℒ𝑡2𝑘𝒫 = 0,

что также часто предполагается.
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Член ℐ𝑡𝜌𝑡0 характеризует насколько начальное состояние
согласовано с проекцией. Если 𝒫𝜌𝑡0 = 𝜌𝑡0 , то ℐ𝑡𝜌𝑡0 = 0. В
случае проектора 𝒫 = tr𝐵(·)⊗ 𝜌𝐵, 𝒫𝜌𝑡0 = 𝜌𝑡0 соответствует
факторизованным начальным состояниям вида
𝜌𝑡0 = 𝜌𝑆(𝑡0)⊗ 𝜌𝐵.

Основы теории открытых квантовых систем II.Лекция 10 Теретёнков Александр


