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На прошлой лекции...

Рассматривается уравнение вида

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑡 = 𝜆ℒ𝑡𝜌𝑡

Утверждение. Уравнение Накажимы-Цванцига (Nakajima,
1958; Zwanzig, 1960):

𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝜌𝑡 = 𝜆𝒫ℒ𝑡𝒫𝜌𝑡 + ℐ𝑡𝜌𝑡0 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝒦𝑡
𝑠𝜌𝑠𝑑𝑠

𝒦𝑡
𝑠 = 𝜆2𝒫ℒ𝑡𝒢𝑡

𝑠𝒬ℒ𝑠𝒫, ℐ𝑡 = 𝜆𝒫ℒ𝑡𝒢𝑡
𝑡0𝒬,

𝒢𝑡
𝑠 =

←−
Texp

(︂
𝜆

∫︁ 𝑡

𝑠
𝒬ℒ𝜏𝑑𝜏

)︂
, 𝒢𝑠

𝑠 = 𝐼
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Метод проекционных операторов Накажимы — Цванцига

Если 𝒫ℒ𝑡𝒫 = 0 и 𝒫𝜌𝑡0 = 𝜌𝑡0 , то первый неисчезающий член —
второго порядка по 𝜆

𝒦𝑡
𝑠 = 𝜆2𝒫ℒ𝑡𝒢𝑡

𝑠𝒬ℒ𝑠𝒫 = 𝜆2𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑠𝒫 +𝑂(𝜆3)

С учётом ℒ𝑠𝒫 = 𝒬ℒ𝑠𝒫 + 𝒫ℒ𝑠𝒫 = 𝒬ℒ𝑠𝒫, имеем

𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝜌𝑡 = 𝜆2

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝒫ℒ𝑡ℒ𝑠𝒫𝜌𝑠𝑑𝑠

— уравнение в приближении Борна.
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Метод проекционных операторов Накажимы — Цванцига

В случае 𝒫 = tr𝐵(·)⊗ 𝜌𝐵, то оно принимает вид

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑆(𝑡)⊗ 𝜌𝐵 = −𝜆2

∫︁ 𝑡

𝑡0

Tr𝐵[𝐻𝐼(𝑡), [𝐻𝐼(𝑠), 𝜌𝑆(𝑠)⊗ 𝜌𝐵]]𝑑𝑠⊗ 𝜌𝐵

”Сокращая” на 𝜌𝐵, имеем

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑆(𝑡) = −𝜆2

∫︁ 𝑡

𝑡0

Tr𝐵[𝐻𝐼(𝑡), [𝐻𝐼(𝑠), 𝜌𝑆(𝑠)⊗ 𝜌𝐵]]𝑑𝑠

— такое уравнение уже возникало в предыдущем семестре.
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Локальное по времени кинетическое уравнение

Утверждение. (Метод устранение временной свёртки)

𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝜌𝑡 = 𝒦𝑡𝒫𝜌𝑡 + ℐ ′𝑡𝒬𝜌𝑡0

𝒦𝑡 = 𝜆𝒫ℒ𝑡(𝐼 − Σ𝑡)
−1Σ𝑡𝒫, ℐ ′𝑡 = 𝜆𝒫ℒ𝑡(𝐼 − Σ𝑡)

−1𝒢𝑡
𝑡0𝒬,

Σ𝑡 = 𝜆

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑠𝒢𝑡
𝑠𝒬ℒ𝑠𝒫𝐺𝑠

𝑡 , 𝐺𝑠
𝑡 =

−→
Texp

(︂
−𝜆

∫︁ 𝑡

𝑠
ℒ𝜏𝑑𝜏

)︂
(Если (𝐼 − Σ𝑡) обратим!)
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Локальное по времени кинетическое уравнение

Доказательство:

𝜌𝑠 = 𝐺𝑠
𝑡𝜌𝑡 = 𝐺𝑠

𝑡 (𝒫 +𝒬)𝜌𝑡

𝐺𝑠
𝑡 =

−→
Texp

(︂
−𝜆

∫︁ 𝑡

𝑠
ℒ𝜏𝑑𝜏

)︂
, 𝐺𝑠

𝑠 = 𝐼

𝒬𝜌𝑡 = 𝒢𝑡
𝑡0𝒬𝜌𝑡0 + 𝜆

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑠𝒢𝑡
𝑠𝒬ℒ𝑠𝒫𝐺𝑠

𝑡 (𝒫 +𝒬)𝜌𝑡
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Локальное по времени кинетическое уравнение

Введём супероператор

Σ𝑡 = 𝜆

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑠𝒢𝑡
𝑠𝒬ℒ𝑠𝒫𝐺𝑠

𝑡 ,

тогда
𝒬𝜌𝑡 = 𝒢𝑡

𝑡0𝒬𝜌𝑡0 +Σ𝑡(𝒫 +𝒬)𝜌𝑡

(𝐼 − Σ𝑡)𝒬𝜌𝑡 = 𝒢𝑡
𝑡0𝒬𝜌𝑡0 +Σ𝑡𝒫𝜌𝑡
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Локальное по времени кинетическое уравнение

Оператор (𝐼 − Σ𝑡) обратим при достаточно малых 𝜆, либо при
достаточно малых 𝑡− 𝑡0.

𝒬𝜌𝑡 = (𝐼 − Σ𝑡)
−1𝒢𝑡

𝑡0𝒬𝜌𝑡0 + (𝐼 − Σ𝑡)
−1Σ𝑡𝒫𝜌𝑡

Подставляя в уравнение

𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝜌𝑡 = 𝜆𝒫ℒ𝑡𝒬𝜌𝑡

имеем

𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝜌𝑡 = 𝜆𝒫ℒ𝑡(𝐼 − Σ𝑡)

−1𝒢𝑡
𝑡0𝒬𝜌𝑡0 + 𝜆𝒫ℒ𝑡(𝐼 − Σ𝑡)

−1Σ𝑡𝒫𝜌𝑡
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Локальное по времени кинетическое уравнение

Обозначая

𝒦𝑡 = 𝜆𝒫ℒ𝑡(𝐼 − Σ𝑡)
−1Σ𝑡𝒫, ℐ ′𝑡 = 𝜆𝒫ℒ𝑡(𝐼 − Σ𝑡)

−1𝒢𝑡
𝑡0𝒬,

получаем
𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝜌𝑡 = 𝒦𝑡𝒫𝜌𝑡 + ℐ ′𝑡𝒬𝜌𝑡0
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Локальное по времени кинетическое уравнение

Утверждение. (Chaturvedi, Shibata, 1979)

𝒦𝑡 =

∞∑︁
𝑛=1

𝜆𝑛𝒦(𝑛)
𝑡 ,

𝒦(1)
𝑡 = 𝒫ℒ𝑡𝒫

𝒦(2)
𝑡 =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡1𝒫

𝒦(3)
𝑡 =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2(𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡2𝒫 − 𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1𝒫)

𝒦(4)
𝑡 =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑡3(𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡2𝒬ℒ𝑡3𝒫−

− 𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2𝒫 − 𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡2𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1𝒫+

+ 𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2ℒ𝑡1𝒫 − 𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡3𝒫−
− 𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡2𝒫 − 𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2𝒬ℒ𝑡1𝒫)
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Локальное по времени кинетическое уравнение

Доказательство:

(𝐼 − Σ𝑡)
−1 =

∞∑︁
𝑛=0

Σ𝑛
𝑡

𝒦𝑡 = 𝜆

∞∑︁
𝑛=1

𝒫ℒ𝑡Σ
𝑛
𝑡 𝒫 =

∞∑︁
𝑛=1

𝜆𝑛𝒦(𝑛)
𝑡 ,

где 𝒦(𝑛)
𝑡 — коэффициенты разложения 𝒦𝑡 по степеням 𝜆.

𝒦(𝑛)
𝑡 = 𝒫ℒ𝑡

∑︁
𝑘𝑗⩾1,∑︀𝑛−1

𝑗 𝑘𝑗=𝑛−1

Σ
(𝑘1)
𝑡 · · ·Σ(𝑘𝑛−1)

𝑡 𝒫,

где Σ
(𝑛)
𝑡 — коэффициенты разложения Σ𝑡 по степеням 𝜆.
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Локальное по времени кинетическое уравнение

В частности,

𝒦(1)
𝑡 = 𝒫ℒ𝑡𝒫,

𝒦(2)
𝑡 = 𝒫ℒ𝑡Σ

(1)
𝑡 𝒫,

𝒦(3)
𝑡 = 𝒫ℒ𝑡(Σ

(2)
𝑡 + (Σ

(1)
𝑡 )2)𝒫,

𝒦(4)
𝑡 = 𝒫ℒ𝑡(Σ

(3)
𝑡 +Σ

(2)
𝑡 Σ

(1)
𝑡 +Σ

(1)
𝑡 Σ

(2)
𝑡 + (Σ

(1)
𝑡 )3)𝒫.

Остаётся только вычислить Σ
(𝑛)
𝑡 .
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Локальное по времени кинетическое уравнение

При 𝑡 ⩾ 𝑠

𝒢𝑡
𝑠 =

←−
Texp

(︂
𝜆

∫︁ 𝑡

𝑠
𝒬ℒ𝜏𝑑𝜏

)︂
=

= 1 + 𝜆

∫︁ 𝑡

𝑠
𝑑𝑡1𝒬ℒ𝑡1 + 𝜆2

∫︁ 𝑡

𝑠
𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑠
𝑑𝑡2𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡2 + · · · =

=

∞∑︁
𝑛=0

𝜆𝑛

∫︁ 𝑡

𝑠
𝑑𝑡1 . . .

∫︁ 𝑡𝑛−1

𝑠
𝑑𝑡𝑛𝒬ℒ𝑡1 . . .𝒬ℒ𝑡𝑛

𝐺𝑠
𝑡 =

−→
Texp

(︂
−𝜆

∫︁ 𝑡

𝑠
ℒ𝜏𝑑𝜏

)︂
=

= 1− 𝜆

∫︁ 𝑡

𝑠
𝑑𝑡1ℒ𝑡1 + 𝜆2

∫︁ 𝑡

𝑠
𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡

𝑡1

𝑑𝑡2ℒ𝑡1ℒ𝑡2 + · · · =

=

∞∑︁
𝑛=0

(−𝜆)𝑛
∫︁ 𝑡

𝑠
𝑑𝑡1 . . .

∫︁ 𝑡

𝑡𝑛−1

𝑑𝑡𝑛ℒ𝑡1 . . .ℒ𝑡𝑛
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Локальное по времени кинетическое уравнение

Σ𝑡 = 𝜆

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑠𝒢𝑡
𝑠𝒬ℒ𝑠𝒫𝐺𝑠

𝑡 =

=

∞∑︁
𝑛=0

𝜆𝑛+1
𝑛∑︁

𝑚=0

(−1)𝑛−𝑚
∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑠

∫︁ 𝑡

𝑠
𝑑𝑡1 . . .

∫︁ 𝑡𝑚−1

𝑠
𝑑𝑡𝑚𝒬ℒ𝑡1 . . .𝒬ℒ𝑡𝑚 ·

·𝒬ℒ𝑠𝒫
∫︁ 𝑡

𝑠
𝑑𝑡′1 . . .

∫︁ 𝑡

𝑡′𝑛−𝑚−1

𝑑𝑡′𝑛−𝑚ℒ𝑡′1
. . .ℒ𝑡′𝑛−𝑚
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Локальное по времени кинетическое уравнение

Σ
(1)
𝑡 =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑠𝒬ℒ𝑠𝒫

Σ
(2)
𝑡 =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑠

∫︁ 𝑡

𝑠
𝑑𝑡1𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑠𝒫 −

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑠𝒬ℒ𝑠𝒫
∫︁ 𝑡

𝑠
𝑑𝑡′1ℒ𝑡′1

=

=

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑠𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑠𝒫 −
∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡′1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑠𝒬ℒ𝑠𝒫ℒ𝑡′1
=

=

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2(𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡2𝒫 −𝒬ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1)
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Локальное по времени кинетическое уравнение

Σ
(3)
𝑡 =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑠

∫︁ 𝑡

𝑠
𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑠
𝑑𝑡2𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡2𝒬ℒ𝑠𝒫−

−
∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑠

∫︁ 𝑡

𝑠
𝑑𝑡1𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑠𝒫

∫︁ 𝑡

𝑠
𝑑𝑡2ℒ𝑡2+

+

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑠𝒬ℒ𝑠𝒫
∫︁ 𝑡

𝑠
𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡

𝑡1

𝑑𝑡2ℒ𝑡1ℒ𝑡2
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Локальное по времени кинетическое уравнение

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑠

∫︁ 𝑡

𝑠
𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑠
𝑑𝑡2 =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑠

∫︁ 𝑡1

𝑠
𝑑𝑡2 =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑠

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑠

∫︁ 𝑡

𝑠
𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡

𝑠
𝑑𝑡2 =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑠

∫︁ 𝑡

𝑠
𝑑𝑡2 =

=

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑠

∫︁ 𝑡1

𝑠
𝑑𝑡2 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑠

∫︁ 𝑡

𝑡1

𝑑𝑡2 =

=

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡

𝑡1

𝑑𝑡2

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑠 =

=

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡2

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑠
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Локальное по времени кинетическое уравнение

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑠

∫︁ 𝑡

𝑠
𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡

𝑡1

𝑑𝑡2 =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑠

∫︁ 𝑡

𝑡1

𝑑𝑡2 =

=

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡

𝑡1

𝑑𝑡2

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑠 =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡2

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑠
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Локальное по времени кинетическое уравнение

Σ
(3)
𝑡 =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑠𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡2𝒬ℒ𝑠𝒫−

−
∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑠𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑠𝒫ℒ𝑡2−

−
∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡2

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑠𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑠𝒫ℒ𝑡2+

+

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡2

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑠𝒬ℒ𝑠𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡2 =

=

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑡3(𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡2𝒬ℒ𝑡3𝒫 −𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2−

−𝒬ℒ𝑡2𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1 +𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2ℒ𝑡1)
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Локальное по времени кинетическое уравнение

𝒦(2)
𝑡 = 𝒫ℒ𝑡Σ

(1)
𝑡 𝒫 = 𝒫ℒ𝑡

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑠𝒬ℒ𝑠𝒫 =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡1𝒫

(Σ
(1)
𝑡 )2 =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑠𝒬ℒ𝑠𝒫
∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑠𝒬ℒ𝑠𝒫 = 0
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