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В прошлый раз...

Утверждение. (Chaturvedi, Shibata, 1979)
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− 𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2𝒫 − 𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡2𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1𝒫+

+ 𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2ℒ𝑡1𝒫 − 𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡3𝒫−
− 𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡2𝒫 − 𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2𝒬ℒ𝑡1𝒫)
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Локальное по времени кинетическое уравнение
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Локальное по времени кинетическое уравнение
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Локальное по времени кинетическое уравнение
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Локальное по времени кинетическое уравнение
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𝑑𝑡3(𝒬ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡3𝒫 +𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡2𝒫+

+𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2𝒬ℒ𝑡1𝒫)
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∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑡3(𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡2𝒬ℒ𝑡3𝒫 −𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2−

−𝒬ℒ𝑡2𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1 +𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2ℒ𝑡1−
−𝒬ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡3𝒫 −𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡2𝒫 −𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2𝒬ℒ𝑡1𝒫)𝒫
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Локальное по времени кинетическое уравнение

Обнуляя нечётные моменты:

𝒦(1)
𝑡 = 𝒫ℒ𝑡𝒫 = 0
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𝑑𝑡2(𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡2𝒫 − 𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1𝒫) =

=

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1
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Локальное по времени кинетическое уравнение

𝒦(4)
𝑡 =

∫︁ 𝑡
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∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑡3(𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡2ℒ𝑡3𝒫 + 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2ℒ𝑡1𝒫−

−𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡3𝒫 − 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡2𝒫 − 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2ℒ𝑡1𝒫) =

=

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑡3(𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1ℒ𝑡2ℒ𝑡3𝒫 − 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1𝒫ℒ𝑡2ℒ𝑡3𝒫−

−𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡3𝒫 − 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡2𝒫)
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Локальное по времени кинетическое уравнение

Заметим, что между проекторами 𝒫 произведения
упорядочены по времени. Оказывается, что в общем случае
верна формула

𝒦(𝑛)
𝑡 =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2 . . .

∫︁ 𝑡𝑛−2

𝑡0

𝑑𝑡𝑛−1𝜅𝑝.𝑜.(ℒ𝑡ℒ𝑡1 . . .ℒ𝑡𝑛−1),

где 𝜅𝑝.𝑜.(ℒ𝑡ℒ𝑡1 . . .ℒ𝑡𝑛−1) — частично упорядоченные кумулянты
(Кубо - ван Кампена).
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Локальное по времени кинетическое уравнение

1 Пишем строчку 𝒫ℒ . . .ℒ𝒫.
2 На её основе пишем все возможные строчки, вставляя

операторы 𝒫 так, чтобы получившая строчка содержала
хотя бы один символ ℒ между двумя операторами 𝒫 и
ставим знак (−1)#𝒫 , где #𝒫 — количество вставленных
операторов 𝒫.

3 Добавляем к первому символу ℒ индекс 𝑡, а к остальным
индексы 𝑡 так, чтобы между любой парой супероператоров
𝒫 индексы 𝑡𝑘 были упорядочены по возростанию индекса
𝑘. Если таких способов несколько, то выписываем все
возможные способы, сохраняя знак, получившийся на
предыдущем шаге.

4 Складываем получившиеся члены с учётом знаков.
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Локальное по времени кинетическое уравнение

𝜅𝑝.𝑜.(ℒ𝑡ℒ𝑡1) - ?

1 𝒫ℒℒ𝒫.
2 𝒫ℒℒ𝒫, −𝒫ℒ𝒫ℒ𝒫.
3 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1𝒫, −𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡1𝒫
4 𝜅𝑝.𝑜.(ℒ𝑡ℒ𝑡1) = 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1𝒫 − 𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡1𝒫
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Локальное по времени кинетическое уравнение

𝜅𝑝.𝑜.(ℒ𝑡ℒ𝑡1ℒ𝑡2ℒ𝑡3) - ?

1 𝒫ℒℒℒℒ𝒫.
2 𝒫ℒℒℒℒ𝒫, −𝒫ℒ𝒫ℒℒℒ𝒫, −𝒫ℒℒ𝒫ℒℒ𝒫,

−𝒫ℒℒℒ𝒫ℒ𝒫,𝒫ℒℒ𝒫ℒ𝒫ℒ𝒫 ,𝒫ℒ𝒫ℒℒ𝒫ℒ𝒫,𝒫ℒ𝒫ℒ𝒫ℒℒ𝒫,
−𝒫ℒ𝒫ℒ𝒫ℒ𝒫ℒ𝒫.

3 −𝒫ℒℒ𝒫ℒℒ𝒫 →
−𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1𝒫ℒ𝑡2ℒ𝑡3𝒫,−𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡3𝒫,−𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡2𝒫

4
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Локальное по времени кинетическое уравнение

𝜅𝑝.𝑜.(ℒ𝑡ℒ𝑡1ℒ𝑡2ℒ𝑡3) = 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1ℒ𝑡2ℒ𝑡3𝒫−

−𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡2ℒ𝑡3𝒫 − 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1𝒫ℒ𝑡2ℒ𝑡3𝒫 − 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡3𝒫−

−𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡2𝒫 − 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡3𝒫 − 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2𝒫 − 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡2ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1𝒫+

+𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡1𝒫ℒ𝑡2ℒ𝑡3𝒫 + 𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡3𝒫 + 𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡2𝒫+

+𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡3𝒫 + 𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡2ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1𝒫 + 𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2𝒫+

+𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1𝒫ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡3𝒫 + 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1𝒫ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2𝒫 + 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1𝒫ℒ𝑡3𝒫+

+𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1𝒫 + 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1𝒫 + 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1𝒫ℒ𝑡2𝒫−
−𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡1𝒫ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡3𝒫 − 𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡1𝒫ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2𝒫 − 𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1𝒫ℒ𝑡3𝒫−
−𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1𝒫 − 𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1𝒫 − 𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1𝒫ℒ𝑡2𝒫
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Локальное по времени кинетическое уравнение

𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝜌𝑡 = 𝒦𝑡𝒫𝜌𝑡 + ℐ ′

𝑡𝒬𝜌𝑡0

Неоднородность

ℐ ′
𝑡 =

∞∑︁
𝑛=1

𝜆𝑛ℐ(𝑛)
𝑡

Первые члены такого разложения могут быть получены
аналогичным способом (Chang, Skinner, 1993)

ℐ(1)
𝑡 = 𝒫ℒ𝑡𝒬

ℐ(2)
𝑡 =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡1𝒬

ℐ(3)
𝑡 =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2(𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡2𝒬−𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1𝒬)
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Локальное по времени кинетическое уравнение

𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝜌𝑡 = 𝒦𝑡𝒫𝜌𝑡 + ℐ ′

𝑡𝒬𝜌𝑡0

Неоднородность

ℐ ′
𝑡 =

∞∑︁
𝑛=1

𝜆𝑛ℐ(𝑛)
𝑡

Первые члены такого разложения могут быть получены
аналогичным способом (Chang, Skinner, 1993)

ℐ(1)
𝑡 = 𝒫ℒ𝑡𝒬

ℐ(2)
𝑡 =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡1𝒬

ℐ(3)
𝑡 =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2(𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡2𝒬−𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1𝒬)
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Локальное по времени кинетическое уравнение

ℐ(4)
𝑡 =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑡3(𝒬ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡2𝒬ℒ𝑡3𝒬−

−𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2𝒬−𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡2𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1𝒬+

+ 𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2ℒ𝑡1𝒬−𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡3𝒬−
−𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡2𝒬−𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2𝒬ℒ𝑡1𝒬)
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Пример

C2 ⊗ F𝑏(𝐿
2(R))

𝐻̂RWA
SB =

∫︁
𝜔𝑘𝐼⊗𝑏†𝑘𝑏𝑘𝑑𝑘+Ω𝜎+𝜎−⊗𝐼+

∫︁ (︁
𝑔*𝑘𝜎− ⊗ 𝑏†𝑘 + 𝑔𝑘𝜎+ ⊗ 𝑏𝑘

)︁
𝑑𝑘.

𝐻̂RWA
SB,I (𝑡) =

∫︁ (︁
𝑒𝑖(𝜔𝑘−Ω)𝑡𝑔*𝑘𝜎− ⊗ 𝑏†𝑘 + 𝑔𝑘𝑒

−𝑖(𝜔𝑘−Ω)𝑡𝜎+ ⊗ 𝑏𝑘

)︁
𝑑𝑘

ℒ𝑡(𝜌) = −𝑖[𝐻̂RWA
SB,I (𝑡),𝜌]

𝒫𝜌 = Tr𝐵 𝜌⊗ |𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|
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Пример

Утверждение.

ℒ𝑡ℒ𝑡1𝜎+ ⊗ 𝜌𝐵 = −𝐺𝐼(𝑡− 𝑡1)𝜎+ ⊗ 𝜌𝐵,

где
𝜌𝐵 = |𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|

𝐺𝐼(𝑡) =

∫︁
|𝑔𝑘|2𝑑𝑘𝑒−𝑖(𝜔𝑘−Ω)𝑡

Кроме того,
𝒫𝜎+ ⊗ 𝜌𝐵 = 𝜎+ ⊗ 𝜌𝐵
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Пример

ℒ𝑡1(𝜎+ ⊗ 𝜌𝐵) = −𝑖[𝐻̂RWA
SB,I (𝑡1), 𝜎+ ⊗ |𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|] =

= −𝑖

∫︁
𝑒𝑖(𝜔𝑘−Ω)𝑡1𝑔*𝑘𝜎−𝜎+ ⊗ 𝑏†𝑘|𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|𝑑𝑘

ℒ𝑡ℒ𝑡1(𝜎+ ⊗ 𝜌𝐵) =

= −
[︂
𝐻̂RWA

SB,I (𝑡),

∫︁
𝑒𝑖(𝜔𝑘−Ω)𝑡1𝑔*𝑘𝜎−𝜎+ ⊗ 𝑏†𝑘|𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|𝑑𝑘

]︂
=

= −
∫︁

𝑔𝑘′𝑒
−𝑖(𝜔𝑘′−Ω)𝑡

∫︁
𝑒𝑖(𝜔𝑘−Ω)𝑡1𝑔*𝑘𝜎+𝜎−𝜎+ ⊗ 𝑏𝑘′𝑏

†
𝑘|𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|𝑑𝑘𝑑𝑘

′ =

= −
∫︁

𝑔𝑘′𝑒
−𝑖(𝜔𝑘′−Ω)𝑡

∫︁
𝑒𝑖(𝜔𝑘−Ω)𝑡1𝑔*𝑘𝜎+ ⊗ 𝛿(𝑘 − 𝑘′)|𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|𝑑𝑘𝑑𝑘′ =

= −
∫︁

𝑑𝑘𝑒−𝑖(𝜔𝑘−Ω)(𝑡−𝑡1)|𝑔𝑘|2𝜎+ ⊗ |𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐| =

= −𝐺𝐼(𝑡− 𝑡1)𝜎+ ⊗ |𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|
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Пример

ℒ𝑡1(𝜎+ ⊗ 𝜌𝐵) = −𝑖[𝐻̂RWA
SB,I (𝑡1), 𝜎+ ⊗ |𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|] =

= −𝑖

∫︁
𝑒𝑖(𝜔𝑘−Ω)𝑡1𝑔*𝑘𝜎−𝜎+ ⊗ 𝑏†𝑘|𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|𝑑𝑘

ℒ𝑡ℒ𝑡1(𝜎+ ⊗ 𝜌𝐵) =

= −
[︂
𝐻̂RWA

SB,I (𝑡),

∫︁
𝑒𝑖(𝜔𝑘−Ω)𝑡1𝑔*𝑘𝜎−𝜎+ ⊗ 𝑏†𝑘|𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|𝑑𝑘

]︂
=

= −
∫︁

𝑔𝑘′𝑒
−𝑖(𝜔𝑘′−Ω)𝑡

∫︁
𝑒𝑖(𝜔𝑘−Ω)𝑡1𝑔*𝑘𝜎+𝜎−𝜎+ ⊗ 𝑏𝑘′𝑏

†
𝑘|𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|𝑑𝑘𝑑𝑘

′ =

= −
∫︁

𝑔𝑘′𝑒
−𝑖(𝜔𝑘′−Ω)𝑡

∫︁
𝑒𝑖(𝜔𝑘−Ω)𝑡1𝑔*𝑘𝜎+ ⊗ 𝛿(𝑘 − 𝑘′)|𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|𝑑𝑘𝑑𝑘′ =

= −
∫︁

𝑑𝑘𝑒−𝑖(𝜔𝑘−Ω)(𝑡−𝑡1)|𝑔𝑘|2𝜎+ ⊗ |𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐| =

= −𝐺𝐼(𝑡− 𝑡1)𝜎+ ⊗ |𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|
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Пример

(𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1ℒ𝑡2ℒ𝑡3𝒫 − 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1𝒫ℒ𝑡2ℒ𝑡3𝒫−
−𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡3𝒫 − 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡2𝒫)𝜎+ ⊗ 𝜌𝐵 =

= −(ℒ𝑡ℒ𝑡2ℒ𝑡1ℒ𝑡3 + ℒ𝑡ℒ𝑡3ℒ𝑡1ℒ𝑡2)𝜎+ ⊗ 𝜌𝐵 =

= −(𝐺𝐼(𝑡− 𝑡2)𝐺𝐼(𝑡1 − 𝑡3) +𝐺𝐼(𝑡− 𝑡3)𝐺𝐼(𝑡1 − 𝑡2))𝜎+ ⊗ 𝜌𝐵
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