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В работе получена некоторая достаточно общая вариационная форму-
ла для функции Грина, из которой вытекают, в частности, классические
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Основная цель настоящей работы – вывод некоторой достаточно общей ва-
риационной формулы (см. (15)) для функции Грина, из которой вытекают, в
частности, классические вариационные формулы Адамара [3] и Шиффера [15].

§ 1. Формула Адамара

Пусть G – ограниченная конечносвязная область, граница γ которой состоит
из конечного числа (замкнутых) аналитических кривых, nz = eiαz – единичная
внутренняя нормаль к кривой γ в точке z ∈ γ. Пусть ψ(s) – положительная
аналитическая функция натурального параметра на γ (при z ∈ γ будем ино-
гда писать ψ(z)). Тогда для произвольного достаточно малого ε > 0 можно
определить положительный сдвиг εψ(z)nz = εψ(z)eiαz внутрь области G по
направлению внутренней нормали nz на величину δnz := εψ(z) > 0. Кривая γ
переходит в кривую γ∗ := {z∗ = z + δnz · nz, z ∈ γ}, ограничивающую новую
область G∗, ∂G∗ = γ∗, G∗ b G.

Обозначим через g(z, ζ) функцию Грина исходной области G с особенностью
в точке ζ ∈ K b G и пусть g∗(z, ζ) – соответствующая функция Грина для
области G∗. Имеет место следующая вариационная формула Адамара (см. [3],
[4], [15], [19]):

g∗(z, ζ)− g(z, ζ) = − 1
2π

∫
γ

∂g(w, ζ)
∂nw

∂g(w, z)
∂nw

δnw dsw +O(ε2), (1)

где z ∈ G∗, оценка O(ε2) справедлива равномерно по ζ ∈ K b G∗. Поскольку
G∗ b G, то при z ∈ G∗ очевидно имеем g∗(z, ζ) < g(z, ζ). Формула (1) дает
количественную оценку последнего неравенства.

Формула Адамара (1) имеет многочисленные приложения, так как через
функцию Грина выражаются в конечном итоге все основные функции, связан-
ные с областью G (так называемые “domain-functions”): гармонические меры
компонент границы γ, функция Неймана, ядра Бергмана и Сегё, соответству-
ющая матрица периодов (см. прежде всего [1], а также [16; приложение, § 3,
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формула (3.3)] и [18]). Тем самым и вариации этих функций могут быть выра-
жены через вариацию функции Грина, а значит – представлены в явном виде
с помощью формулы (1) (см. [15], [1], [16], [13], [7], [8], [20], [10]).

Доказательство (1) довольно коротко. Действительно, по формуле Тейлора
для z ∈ γ имеем (все дальнейшие соотношения выполняются равномерно по
ζ ∈ K b G):

g(z∗, ζ) = g(z, ζ) +
∂g(z, ζ)
∂nz

δnz +O(ε2) =
∂g(z, ζ)
∂nz

δnz +O(ε2), z ∈ γ. (2)

Следовательно,

g(z, ζ)
∣∣
γ∗

= g(z∗, ζ) =
∂g(z, ζ)
∂nz

δnz +O(ε2) (3)

и g(z, ζ) = − log |z − ζ|+ {регулярная часть} при z ∈ G∗. Теперь уже ясно, что
надо делать: для w ∈ γ∗ по граничным значениям u0(w) = ∂g(w, ζ)/∂nwδnw
на кривой γ∗ надо с помощью формулы Грина построить гармоническую в
области G∗ функцию u(z):

u(z) =
1

2π

∫
γ∗
u0(w)

∂g∗(w, z)
∂nw

dsw =
1

2π

∫
γ

∂g(w, ζ)
∂nw

δnw
∂g(w, z)
∂nw

dsw +O(ε2) (4)

и посмотреть разность k(z, ζ) := g(z, ζ) − u(z) (в (4) мы заменили1 γ∗ на γ

и g∗(w, z) на g(w, z) с точностью до O(ε2)). Имеем: k(z, ζ) = − log |z − ζ| +
{регулярная часть} в G∗,

k(z, ζ)
∣∣
γ∗

= g(z∗, ζ)− u(z∗) = g(z∗, ζ)− ∂g(z, ζ)
∂nz

δnz +O(ε2) = O(ε2). (5)

Но по определению g∗(z∗, ζ) = 0, z∗ ∈ γ∗. Таким образом, для гармонической
в G∗ функции g∗(z, ζ)− k(z, ζ) имеем: g∗(z, ζ)− k(z, ζ) = O(ε2) на γ∗. Следова-
тельно, по принципу максимума разность g∗(z, ζ)− k(z, ζ) = O(ε2) всюду в G∗

(и равномерно по ζ ∈ K b G). Отсюда и (4) вытекает, что

g∗(z, ζ)− g(z, ζ) = −u(z) +O(ε2)

= − 1
2π

∫
γ

∂g(w, ζ)
∂nw

∂g(w, z)
∂nw

δnw dsw +O(ε2). (6)

Формула (6) и есть вариационная формула Адамара (1). Отметим, что фор-
мула Адамара (1) справедлива и при более общих вариациях границы G вдоль
нормали к γ: границу можно сдвигать вдоль нормали с помощью аналитиче-
ской функции ψ(s) переменного знака (подробнее см. [16], [17; глава 7]).

§ 2. Формулы Шиффера

Формула Адамара (1) возникает в процессе граничной вариации исходной
области G. Рассмотрим теперь внутреннюю вариацию Шиффера [15] (см. так-
же [1], [16]):

z∗ = z +
e2iϕρ2

z − z0
, (7)

1Из (3) вытекает, что g∗(z, ζ) − g(z, ζ) = O(ε) равномерно по z ∈ γ∗, ζ ∈ K, и такая же
оценка справедлива для нормальных производных.
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где точка z0 ∈ G, 0 6 ϕ < π, ρ > 0 – малый параметр. Преобразование (7) кон-
формно и однолистно во внешности круга |z− z0| > ρ и отображает внешность
круга на внешность отрезка [z0 − 2ρeiϕ, z0 + 2ρeiϕ] с центром в точке z0 длины
4ρ. Тем самым при достаточно малых ρ > 0 кривая γ конформно и однолистно
преобразуется в аналитическую кривую γ∗ такого же гомотопического класса,
ограничивающую новую область G∗, z0 ∈ G∗. Новую область G∗ естественно
рассматривать как вариацию исходной области G, полученную в результате
преобразования (7). Хорошо известно, что внутренняя вариация Шиффера (7)
приводит к следующей вариации функции Грина (см. [15], [1], [16; приложение,
§ 3, формула (П3.23)]):

g∗(z, ζ)− g(z, ζ) = Re
{
e2iϕρ2

(
P ′(z0, ζ)P ′(z0, z)−

P ′(ζ, z)
ζ − z0

− P ′(z, ζ)
z − z0

)}
+O(ρ4),

(8)
где P (w, ζ) = g(w, ζ) + ih(w, ζ) = − log(w − ζ) + U(w, ζ) – комплексная функ-
ция Грина, h(w, ζ) – функция, гармонически сопряженная g(w, ζ). Функции
h(w, ζ), P (w, ζ) – многозначные функции в области D; производная P ′(w, ζ)
функции P (w, ζ) – однозначная функция (через P ′(w, ζ) здесь и далее обо-
значается производная функции P (w, ζ) по первому аргументу: P ′(w, ζ) =
2∂g(w, ζ)/∂w). Формула (8) будет доказана ниже в § 3. Отметим, что форму-
ла (8) справедлива для произвольной конечносвязной области G с произволь-
ной границей – это доказывается предельным переходом (подробнее см. [16],
а также § 3 ниже). При помощи формулы Тейлора из (8) получаем вторую
вариационную формулу Шиффера, в которой учитывается и вариация точек
z, ζ ∈ G:

g∗(z∗, ζ∗)− g(z, ζ) = Re
{
e2iϕρ2P ′(z0, ζ)P ′(z0, z)

}
+O(ρ4). (9)

Вариационные формулы Шиффера (8)–(9) также приводят к явным вариа-
ционным формулам для всех основных функций, связанных с областью G

(см. [1], [18]). Эти формулы имеют многочисленные применения. Прежде
всего – в геометрической теории функций комплексного переменного при ре-
шении задач, связанных с проблемой модулей, и при описании соответствую-
щей экстремальной метрики (см. [5], [9]). В последнее время с их помощью
удалось доказать существование S-кривых для некоторых достаточно общих
теоретико-потенциальных задача равновесия, интересных с точки зрения их
приложений к различным актуальным задачам математической физики и тео-
рии рациональных аппроксимаций аналитических функций (см. [6], [10], [2],
[11], [12]).

§ 3. Обобщенная вариация

Пусть теперь h(z) – произвольная функция, голоморфная в некоторой окрест-
ности V кривой γ. Определим преобразование (вариацию) переменного z 7→ zt
формулой

zt = z + th(z), (10)

где t – малый комплексный параметр (см. [14], [6], [10], [11]). Ясно, что при
достаточно малом t, |t| 6 ε0, преобразование (10) конформно и однолистно в
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V и переводит кривую γ в новую кривую γ∗, ограничивающую новую область
G∗. Отметим, что в (10) в качестве частных случаев содержатся вариация
Адамара и вариация Шиффера. Цель настоящей работы – найти формулу до-
статочно общего характера для вариации функции Грина исходной области G
при преобразовании (10) и такую, что из нее вытекают вариационные формулы
Адамара (1) и Шиффера (8), а также некоторые другие явные формулы, уже
нашедшие приложения (см. [6], [10], [2], [11]).

Сдвиг ∆z = th(z) от точки z к точке z∗ = zt происходит теперь не по нор-
мали. Но на γ имеем: ∂g(z, ζ)/∂sz = 0. Поэтому в формуле Тейлора вклад в
приращение функции Грина все равно дает только сдвиг δnz по нормали nz.
Найдем его выражение через исходный сдвиг ∆w = th(w). Пусть αw – направ-
ление внутренней по отношению к областиD нормали к кривой γ в точке w (т.е.
угол, который нормаль составляет с осью x-ов), βw – направление касательной
(т.е. угол, который касательная составляет с осью x-ов, отсчитываемый в поло-
жительном направлении – область G остается слева при обходе по γ). Имеем:
αw − βw = π/2 и, следовательно, δnw = Re(e−iαw ∆w) = Re(e−iαw th(w)). По-
ступим теперь так же как в § 1. Тогда по формуле Тейлора с учетом того, что
∂g(w, ζ)/∂sw = 0 при w ∈ γ, получаем для w∗ = wt

g(w∗, ζ) = g(w, ζ)+
∂g(w, ζ)
∂nw

δnw+O(ε2) =
∂g(w, ζ)
∂nw

Re(e−iαw th(w))+O(ε2), w ∈ γ.
(11)

Для комплексной функции Грина P (w, ζ) справедливы соотношения

P (w, ζ) = − log(w − ζ) + U(w, ζ), P ′(w, ζ) = − 1
w − ζ

+ U ′(w, ζ). (12)

При w ∈ γ, ζ ∈ K имеем: |dw| = dsw, dw = eiβw dsw, тем самым, dsw =
e−iβwdw ∈ R; кроме того,

∂g(w, z)
∂nw

= P ′(w, z)eiαw = iP ′(w, z)w′ > 0 (13)

и δnw = Re(e−iαw ∆w) = Re(e−iαw th(w)). Теперь снова для w ∈ γ∗ по гранич-
ным значениям u0(w) = ∂g(w, z)/∂nw = P ′(w, z)eiαw на кривой γ∗ (см. (13))
с помощью формулы Грина построим гармоническую в области G∗ функцию
u(z) и учтем, что (см. (4) и (13))

∂g(w, ζ)
∂nw

∂g(w, z)
∂nw

δnw dsw = P ′(w, ζ)eiαwP ′(w, z)eiαw Re(e−iαw ∆w)e−iβw dw

= Re{P ′(w, ζ)eiαwP ′(w, z)eiαwe−iαw th(w)e−iβw dw}
= Re{iP ′(w, ζ)P ′(w, z)th(w) dw}. (14)

Рассуждая теперь аналогично § 1 и используя (14), окончательно получаем

g∗(z, ζ)− g(z, ζ) = Re
{

t

2πi

∫
γ

P ′(w, ζ)P ′(w, z)h(w) dw
}

+O(t2), (15)

|t| = ε (ср. (1)). Отметим, что в силу конформной инвариантности функции
Грина, формула (15) справедлива и для области G, содержащей бесконечно
удаленную точку.
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Из (15) очевидным образом вытекает вариационная формула Адамара (1).
Получим теперь из (15) вариационную формулу Шиффера (8). Пусть z0 ∈

G, t = ei2ϕρ2, h(z) = 1/(z − z0), z∗ = zt = z + th(z). Функция h голоморфна
в некоторой окрестности γ и, следовательно, мы можем воспользоваться фор-
мулой (15). Поскольку P ′(w, z) = −1/(w − z) + A(w, z), где функция A = U ′

голоморфна в G, то подынтегральное выражение в (15) имеет в области G

простые полюсы в точках w = z, ζ, z0 с вычетами −1,−1, 1 соответственно.
Следовательно, по теореме о вычетах имеем

1
2πi

∫
γ

P ′(w, ζ)P ′(w, z)h(w) dw = −P
′(ζ, z)
ζ − z0

− P ′(z, ζ)
z − z0

+ P ′(z0, ζ)P ′(z0, z). (16)

Непосредственно из (15) и (16) вытекает вариационная формула Шиффера (8).
Избавимся теперь от требования аналитичности границы γ. А именно, дока-

жем теперь формулу (8) для области G, граница которой состоит из конечного
числа произвольных континуумов.2 Пусть z, ζ ∈ K b G и пусть {Gn} – после-
довательность областей с аналитическими границами, исчерпывающая область

G: Gn ⊂ Gn+1,
∞⋃
n=1

Gn = G. Для каждой из Gn формула (8) справедлива рав-

номерно по z, ζ ∈ K b G и z0 ∈ G. Анализ доказательства, проведенного
выше, показывает, что величины, входящие в остаточный член O(t2) в (15),
зависят только от интегралов от гармонических функций и их производных,
связанных с областью Gn. В силу того, что значения вышеуказанных интегра-
лов от гармонических функций не зависят от кривых интегрирования, мы
можем при процессе предельного перехода Gn → G при n → ∞ зафиксиро-
вать кривые, по которым ведется интегрирование и считать, например, что
интегрирование ведется по границе γ0 = ∂G0 некоторой начальной области G0.
Тогда при Gn → G (в вышеуказанном смысле) все гармонические функции для
Gn, входящие в O(t2), будут вместе со всеми своими производными равномерно
на γ0 сходиться к соответствующим функциям для G, так что величина O(t2)
будет оставаться равномерно ограниченной для z, ζ ∈ K. Для этих же z, ζ, z0
величины, связанные с функцией Грина для области Gn, будут сходиться к со-
ответствующим величинам для области G. Таким образом, из формулы (8) для
Gn предельным переходом получается соответствующая вариационная форму-
ла для функции Грина области G (с заменой O(ρ4) на o(ρ2)).

Пусть теперь вне G заданы и зафиксированы некоторые точки a1, . . . , am

(например, все ak ∈ γ). Положим Am(z) =
m∏
k=1

(z − ak), qµ(z) =
µ∏
j=0

(z − zj), где

z0, z1, . . . , zµ – произвольные различные точки области G, µ > m + 1. Пусть
h(z) = Am(z)/qµ(z), тогда вариация z 7→ zt = z + th(z) удовлетворяет выше-
перечисленным условиям и оставляет неподвижными точки a1, . . . , am. Такая
вариация рассматривается как композиция вариаций Шиффера и естествен-
ным образом возникает при изучении проблемы модулей (см. [9; глава 0]). Из

2Ясно, что приводимые рассуждения, основанные на предельном переходе, справедливы
для произвольной области G.
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формулы (15) с помощью теоремы о вычетах получаем (ср. (9)):

g∗(z∗, ζ∗)− g(z, ζ) = Re
{
t

µ∑
j=0

P ′(zj , ζ)P ′(zj , z)Am(zj)
q′µ(zj)

}
+O(t2) (17)

при z, ζ ∈ K b G. Предельным переходом как и выше устанавливается справед-
ливость (17) для конечносвязной области с произвольной границей (с заменой
O(t2) на o(t); разумеется так же, как и в [9] некоторые из точек zj можно было
бы взять и вне области G, тогда в окончательной формуле (17) они бы просто
отсутствовали).

Пусть наконец все точки zj совпадают: zj = z0 ∈ G, j > 1, т.е. qµ(z) =
(z − z0)µ+1. Тогда вместо (17) получаем:

g∗(z∗, ζ∗)− g(z, ζ) =
1
µ!

Re
{
t
(
P ′(w, ζ)P ′(w, z)Am(w)

)µ
w=z0

}
+O(t2) (18)

при z, ζ ∈ K b G. Справедливость (18) для конечносвязной области с про-
извольной границей устанавливается предельным переходом как и выше. Ва-
риация функции Грина вида (18) успешно применялась в различных задачах
математической физики и теории аппроксимаций (см. [6], [10], [2], [11]).

§ 4. Заключение

В работе получена достаточно общая вариационная формула (см. (15)) для
функции Грина, из которой вытекают, в частности, классические вариацион-
ные формулы Адамара (1) и Шиффера (8).
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