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Рассматривается гамильтониан в ℒ2(R)⊗ ℒ2(R)
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где

𝑝𝑖 = −𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖

, 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖·, 𝑖 = 1,2 (ℏ = 1).

Утверждение 0. 𝐻 > 0 тогда и только тогда, когда 𝜔2
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2
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.

Тогда при 𝜔2
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2
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получим 𝑍 = Tr 𝑒−𝛽𝐻 < +∞ и корректно определено равновесное

распределение 𝜌 = 𝑒−𝛽𝐻/𝑍.
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где

𝑅𝑇 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
√
𝑚1𝑥1

1√
𝑚1

𝑝1
√
𝑚2𝑥2

1√
𝑚2

𝑝2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝜀 =
𝛽

2

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜔2
1 0 𝜆̃ 0

0 1 0 0

𝜆̃ 0 𝜔2
2 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

где в свою очередь
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Матрица ковариаций

Определим вектор средних (в предположении их существования)

𝜇 = Tr𝑅𝜌

(понимается как вектор-строка с элементам Tr𝑅𝑖𝜌).
Введём также матрицу вторых центральных моментов как Tr(𝑅 − 𝜇)(𝑅 − 𝜇)𝑇𝜌 (также

понимается как матрица с элементами Tr(𝑅𝑖 − 𝜇𝑖)(𝑅𝑗 − 𝜇𝑗)𝜌). В силу коммутационных соот-
ношений его можно представить в виде

Tr(𝑅− 𝜇)𝑇 (𝑅− 𝜇)𝜌 = 𝛼− 𝑖
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где
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а 𝛼 = 𝛼𝑇 . Матрица 𝛼 называется матрицей ковариаций.

Утверждение 1. Если матрица плотности имеем вид 𝜌 = 1
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Следствие 1.
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Редуцированная матрица плотности

𝜌1,2 = Tr2,1 𝜌

Утверждение 2. Состояния 𝜌1 и 𝜌2 являются гауссовскими состояниями с нулевыми
средними и матрицами ковариаций
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Утверждение 3. Если 2
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Замечание 1. Аналогично для второй подсистемы
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Энтропия

𝑆(𝜌) = −Tr 𝜌 ln 𝜌

Утверждение 4.
𝑆(𝜌1) = 𝜎(𝜂1), 𝑆(𝜌2) = 𝜎(𝜂2) (13)
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Замечание. При 𝜆 = 0 получим

𝜆̃ = 0, Ω1,2 = 𝜔1,2, 𝑘1 = 𝜔2
1 − 𝜔2

2, 𝑘2 = 0 (15)

следовательно

𝜂1 = coth2 𝜔1
𝛽

2
, 𝜂2 = coth2 𝜔2

𝛽

2
(16)

и
𝑆(𝜌) = 𝑆(𝜌1) + 𝑆(𝜌2) (17)

чего и следовало ожидать от системы из двух невзаимодействующих осцилляторов.
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Сцепленность

Утверждение 5. Пусть 𝜔2
1𝜔

2
2 > 𝜆̃2 > 0, тогда 𝜌 = 𝑒−𝛽𝐻/𝑍 — сцеплено при 𝛽 > 𝛽* и

несцеплено в противном случае, где 𝛽* — решение уравнения 𝑓(𝛽*) = 0, где
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,

такое решение 𝛽* существует и единственно.

Следствие 3. При 𝜔1 = 𝜔2 = 𝜔, 𝛽* — решение уравнения
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(︂
𝛽*

2

√︀
𝜔 − 𝜆̃

)︂
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𝜔 − |𝜆̃|

Случай нулевой температуры полной системы

При 𝛽 → +∞ (нулевой температуре)

𝛼11 =
𝑘1Ω2 − 𝑘2Ω1

2Ω1Ω2(𝑘1 − 𝑘2)
, 𝛼22 =

𝑘1Ω1 − 𝑘2Ω2

2(𝑘1 − 𝑘2)
(18)

𝛼33 =
𝑘1Ω1 − 𝑘2Ω2

2Ω1Ω2(𝑘1 − 𝑘2)
, 𝛼44 =

𝑘1Ω2 − 𝑘2Ω1

2(𝑘1 − 𝑘2)
(19)

𝛼13 = −𝜆̃
Ω1 − Ω2

2Ω1Ω2(𝑘1 − 𝑘2)
, 𝛼24 = 𝜆̃

Ω1 − Ω2

2(𝑘1 − 𝑘2)
(20)

𝜂1 =
(𝑘2Ω1 − 𝑘1Ω2) (𝑘2Ω2 − 𝑘1Ω1)

4
√︁

𝜔2
1𝜔

2
2 − 𝜆̃2

(︂(︁
𝜔2
1−𝜔2

2

2

)︁2
+ 𝜆̃2

)︂ = 𝜂2 (21)

и
𝑆(𝜌2) = 𝑆(𝜌1) (22)

таким образом, корректно определена энтропия сцепленности. Этого и следовало ожидать,
так как при стремлении температуры к нулю 𝜌 должно к чистому состоянию.

𝑆(𝜌) = 𝜎(1) + 𝜎(1) = 0 (23)
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В частности при 𝜔1 = 𝜔2 = 𝜔, получим

𝜂 =
1

2

(︃
𝜔2√︀

𝜔4 − 𝜆̃2
+ 1

)︃

𝜌𝑖 =
𝑒−𝛽𝐻𝑖

𝑍
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2

𝜔̃2 =
√︀

𝜔4 − 𝜆̃2

𝛽 =
2arcoth

√
𝜂
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=
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√︃
1
2

(︂
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)︂
4
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𝜔4 − 𝜆̃2
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