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Ïðîãðàììà ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé

Ê íà÷àëó 80-õ ãîäîâ áëàãîäàðÿ ðàáîòàì Ìîðè, Øîêóðîâà, Ðèäà,
Êîëëàðà, Êàâàìàòû è äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ â àëãåáðàè÷åñêîé
ãåîìåòðèè çàðîäèëîñü è ñôîðìèðîâàëîñü îáùåå
ïðåäñòàâëåíèå î òîì, êàêèì îáðàçîì ñëåäóåò ðàñøèðèòü
êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ áèðàöèîíàëüíîé êëàññèôèêàöèè
àëãåáðàè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé â ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè 3 è âûøå.

Ñåðèÿ ëîãè÷åñêèõ ãèïîòåòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé, âîçíèêøèõ â
ñâÿçè ñ ïðåäëîæåííîé îáùåé êàðòèíîé áèðàöèîíàëüíîé
êëàññèôèêàöèè àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ïîëó÷èëà
íàçâàíèå ïðîãðàììû ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé èëè òåîðèåé
Ìîðè.



Öåëü ïðîãðàììû ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé

Öåëü ïðîãðàììû ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå â êàæäîì êëàññå áèðàöèîíàëüíîé
ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîåêòèâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé
íåêîòîðûõ "ïðîñòûõ"ïðåäñòàâèòåëåé, íàçûâàåìûõ ìèíèìàëüíûìè
ìîäåëÿìè äàííîãî áèðàöèîíàëüíîãî êëàññà.



Ðàçìåðíîñòü Êîäàèðû

Ñîãëàñíî òåîðåìå Õèðîíàêè, êàæäûé êëàññ áèðàöèîíàëüíîé
ýêâèâàëåíòíîñòè d-ìåðíûõ êîìïëåêñíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé ñîäåðæèò ïðîåêòèâíóþ ãëàäêóþ ìîäåëü X , êîòîðàÿ
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü å¼ äèñêðåòíûå èíâàðèàíòû (òàê íàçûâàåìûå
ïëþðèðîäû ìíîãîîáðàçèÿ X ):

Pm(X ) := dimCH
0(X , (Ωd

X )⊗m), ∀m > 0,

íå çàâèñÿùèå îò âûáîðà ãëàäêîãî ïðîåêòèâíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ X â
äàííîì áèðàöèîíàëüíîì êëàññå [X ]. Ïëþðèðîäû èìåþò
àññèìïòîòè÷åñêè ñòåïåííîé ðîñò â çàâèñèìîñòè îò m:

Pm(X ) � mκ, κ ∈ {0, 1, ..., d} ∪ {−∞}

ãäå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî κ = κ(X ) (èëè ñèìâîë −∞)
íàçûâàåìîå ðàçìåðíîñòüþ Êîäàèðû äàííîãî áèðàöèîíàëüíîãî
êëàññà [X ].



Ìíîãîîáðàçèÿ íåîòðèöàòåëüíîé êîäàèðîâîé ðàçìåðíîñòè

Îïðåäåëåíèå

Ãîâîðÿò, ÷òî ãëàäêîå ïðîåêòèâíîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå X
èìååò îòðèöàòåëüíóþ ðàçìåðíîñòü Êîäàèðû, åñëè κ(X ) = −∞,
òî åñòü, åñëè

Pm(X ) = 0 ∀m > 0.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî áèðàöèîíàëüíûé êëàññ X èìååò
íåîòðèöàòåëüíóþ êîäàèðîâó ðàçìåðíîñòü.

Îïðåäåëåíèå

Áèðàöèîíàëüíûé êëàññ ãëàäêîãî ïðîåêòèâíîãî êîìïëåêñíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ X íàçûâàåòñÿ Êàëàáè-ßó, åñëè

Pm(X ) = 1 ∀m > 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ðàçìåðíîñòü Êîäàèðû ìíîãîîáðàçèÿ X , î÷åâèäíî,
ðàâíà 0.



Òåîðèÿ Ìîðè â ñëó÷àå κ(X ) > 0

Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ κ(X ) > 0

Êàæäîå ãëàäêîå êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå àëãåáðàè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå X íåîòðèöàòåëüíîé êîäàèðîâîé ðàçìåðíîñòè
áèðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíî ïðîåêòèâíîìó àëãåáðàè÷åñêîìó
ìíîãîîáðàçèþ Y , èìþùåìó ïî ìåíüøåé ìåðå òåðìèíàëüíûå
Q-ôàêòîðèàëüíûå îñîáåííîñòè è ïîëóîáèëüíûé êàíîíè÷åñêèé êëàññ
KY , îïðåäåëÿþùèé ðåãóëÿðíûé ñþðüåêòèâíûé ìîðôèçì η : Y → Z
íà íåêîòîðîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå Z ðàçìåðíîñòè κ(X ).
Ìíîãîîáðàçèå Y â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé ìîäåëüþ
ìíîãîîáðàçèÿ X , à ìîðôèçì η : Y → Z � ðàññëîåíèåì Èèòàêè.

Â äîêëàäå ìû ðàññìîòðèì êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòî ýòîãî
îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ áèðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ íåâûðîæäåííûõ
òîðè÷åñêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.



Ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà P

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà

f (t) =
∑

m∈Zd

cmt
m ∈ C[t±1

1
, . . . , t±1d ]

â êà÷åñòâå ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè íà àëãåáðàè÷åñêîì òîðå

Td := SpecC[t±1
1
, . . . , t±1d ] ∼= (C∗)d .

Åãî ìíîãîãðàííèêîì Íüþòîíà P íàçûâàåòñÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà â
Rd :

P = Newt(f ) := Conv(m ∈ Zd | cm 6= 0).



Ñðåçêè ìíîãî÷ëåíà Ëîðàíà íà ãðàíè Q � P

Çàïèøåì ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà f (t) â âèäå

f (t) =
∑

m∈Zd∩P
cmt

m,

ãäå P � åãî ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà. Òîãäà ñðåçêîé f íà ãðàíü
Q � P íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà

fQ(t) :=
∑

m∈Zd∩Q
cmt

m.



Íåâûðîæäåííûå òîðè÷åñêèå ãèïåðïîâåðõíîñòè

Îïðåäåëåíèå (Õîâàíñêèé, Âàð÷åíêî,Êóøíèðåíêî)

Ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà f è îïðåäåëÿåìàÿ èì àôôèííàÿ òîðè÷åñêàÿ
ãèïåðïîâåðõíîñòü H := {f = 0} ⊂ Td íàçûâàþòñÿ
íåâûðîæäåííûìè, åñëè äëÿ ëþáîé ãðàíè Q � P ñèñòåìà óðàâíåíèé

fQ(t) = t1
∂

∂t1
fQ(t) = · · · = td

∂

∂td
fQ(t) = 0

íå èìååò ðåøåíèé â T d .

Ãåîìåòðè÷åñêè óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ
ãëàäêîñòè çàìûêàíèÿ Hν àôôèííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè H ⊂ Td â
ëþáîì ýëåìåíòàðíîì òîðè÷åñêîì âëîæåíèè Td ⊂ Xν ∼= (C∗)d−1 × C,
ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðó îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïû
ν : C∗ → Td , è òðàíñâåðñàëüíîñòè Hν ê åäèíñòâåííîé òîðè÷åñêîé
äèâèçîðèàëüíîé îðáèòå Dν ∼= (C∗)d−1 â Xν .



Àëãåáðàè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ íåâûðîæäåííîñòè

Óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè òîðè÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòûì ïî Çàðèññêîìó óñëîâèåì íà êîíå÷íûé íàáîð
êîýôôèöèåíòîâ cm (m ∈ A) äëÿ ìîíîìîâ cmt

m, âõîäÿùèõ â
ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà f . Ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü ÿâíî âûðàæåíî ÷åðåç
íåîáðàùåíèå â íóëü òàê íàçûâàåìîãî ãëàâíîãî A-äåòåðìèíàíòà
ââåäåíûì Ãåëüôàíäîì, Êàïðàíîâûì è Çåëåâèíñêèì â êîíöå 80-õ
ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà.

È.Ì.Ãåëüôàíä, À.Â.Çåëåâèíñêèé, Ì.Ì.Êàïðàíîâ. Äèñêðèìèíàíòû
ìíîãî÷ëåíîâ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ è òðèàíãóëÿöèè ìíîãîãðàííèêîâ

Íüþòîíà. Àëãåáðà è Àíàëèç, 2 (1991), 449�505.



Ïðèìåðû íåâûðîæäåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà

f :=
d∑

i=0

cmi
tmi ,

ó êîòîðîãî ìîíîìû Ëîðàíà

tm0 , . . . , tmd ∈ C[t1, . . . , td ]

èìåþò àôôèííî íåçàâèñèìûå ýêñïîíåíòû m0, . . . ,md ∈ Zd . Ýòî
ýêâèâàëåíòíî òîìó óñëîâèþ, ÷òî êâàäðàòíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà
ðàçìåðà (d + 1)× (d + 1) ñîñòîÿùàÿ èç ñòðî÷åê
(1,m0), . . . (1,md) ∈ Zd+1 èìååò íåíóëåâîé îïðåäåëèòåëü. Â ýòîì
ñëó÷àå äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ cm0

, . . . , cmd

ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà f ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì, à
åãî ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà P ÿâëÿåòñÿ d-ìåðíûì ñèìïëåêñîì.



Ïðèìåðû íåâûðîæäåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà

f = 1 + tk1
1

+ · · · tkdd , k1, . . . , kd ∈ Z>0

f = 1 + t4
1

+ t2
2

f = t1 + t2 + t1t2

f = 1 + t1t
2

2
+ t2

1
t2

f = t1 + t2 +
1

t1t2



Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü M ∼= Zd ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà d , N := Hom(M,Z)
äâîéñòâåííàÿ ãðóïïà ñ åñòåñòâåííûì ñïàðèâàíèåì

〈∗, ∗〉 : M × N → Z.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà
MR := M ⊗ R è NR := N ⊗ R âìåñòå ñ èíäóöèðîâàííûì ñïàðèâàíèåì

〈∗, ∗〉 : MR × NR → R.

Äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî êîìïàêòà K ⊂ MR ðàññìîòðèì åãî
íåïðåðûâíóþ âûïóêëóþ îïîðíóþ ôóíêöèþ

ordK : NR → R

ordK (y) := min
x∈K
〈x , y〉, y ∈ NR.



Âíóòðåííîñòü Ôàéíà öåëî÷èñëåííîãî ìíîãîãðàííèêà P

Ïóñòü P � âûïóêëûé d-ìåðíûé öåëî÷èñëåííûé ìíîãîãðàííèê. Òîãäà

P = {x ∈ MR : 〈x , ν〉 > ordP(ν) ∀ν ∈ N \ {0}}.

Îïðåäåëåíèå.

Ïîäìíîæåñòâî F (P) := {x ∈ MR : 〈x , ν〉 > ordP(ν)+1 ∀ν ∈ N \ {0}}
â P íàçûâàåòñÿ âíóòðåííîñòüþ Ôàéíà ìíîãîãðàííèêà P.

ïîäìíîæåñòâî F (P) ⊂ P âûïóêëî.

ïîäìíîæåñòâî F (P) ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê x ∈ P, êîòîðûå èìåþò
öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå íå ìåíåå 1 äî ëþáîé
öåëî÷èñëåííîé îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòè ìíîãîãðàííèêà P.

Êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ öåëàÿ òî÷êà ìíîãîãðàííèêà P ñîäåðæèòñÿ â
F (P). Â ÷àñòíîñòè, ìû âñåãäà èìååì âêëþ÷åíèå

Conv(Int(P) ∩M) ⊆ F (P).

Â ñëó÷àå dimP = 2 âñåãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
F (P) = Conv(Int(P) ∩M)



Âíóòðåííîñòü Ôàéíà öåëî÷èñëåííîãî ìíîãîãðàííèêà P

F (P )

〈x, ν〉 = ordP (ν)

〈x, ν〉 = ordP (ν) + 1



Èñòîðèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ïîíÿòèÿ

Âäîõíîâë¼ííûé ðàáîòàìè Äàíèëîâà è Õîâàíñêîãî:

Â.Â. Äàíèëîâ, Ãåîìåòðèÿ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, Óñïåõè
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê 33 :2 (1978), 97-154.

À.Ã. Õîâàíñêèé, Ìíîãîãðàííèêè Íüþòîíà è ðîä ïîëíûõ

ïåðåñå÷åíèé, Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèåÿ, 12
(1978), 51-61.

Äæîíàòàí Ôàéí, êîòîðûé áûë àñïèðàíòîì Ðèäà â óíèâåðñèòåòå
Âîðâèê, ââ¼ë ýòî ïîíÿòèå â ñâîåé äèññåðòàöèè:

Jonathan Fine, Resolution and completion of algebraic varieties,
Ph.D.-Thesis, University of Warwick, June 1983.
(â ñâîåé äèññåðòàöèè [Ph.D.-Thesis, �4] Äæîíàòàí Ôàéí íàçâàë
F (P) ñåðäöåâèíîé (heart) ìíîãîãðàííèêà P. )

Ïîçæå åãî íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü â ñâîåé èçâåñòíîé ñòàòüå

Miles Reid, Young person's guide to canonical singularities,
Algebraic geometry, Bowdoin, 1985.

ïðåäëîæèë íàçûâàòü F (P) âíóòðåííîñòüþ Ôàéíà (Fine interior).



Öåëü äîêëàäà

Îñíîâíàÿ öåëü ìîåãî äîêëàäà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû êàê ìîæíî áîëåå
øèðîêî ïðîèíôîðìèðîâàòü àóäèòîðèþ àëãåáðàè÷åñêèõ ãåîìåòðîâ îá
óíèêàëüíîé "ïðîïóùåííîé âîçìîæíîñòè"â êîíöå 80-õ ãîäîâ ïðîøëîãî
âåêà, êîòîðàÿ ìîãëà áû èçìåíèòü âåñü õîä èñòîðèè ðàçâèòèÿ
áèðàöèîíàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè çà ïîñëåäíèå 30-35 ëåò.

Ðåçóëüòàòû, î êîòîðûõ ÿ õî÷ó ñîîáùèòü, ÿâëÿþòñÿ íàñòîëüêî
ïðîñòûìè â ñâîåé ôîðìóëèðîâêå è íàñòîëüêî ïîëåçíûìè äëÿ òîãî,
÷òîáû íà÷èíàþùèå ñòóäåíòû ñìîãëè áû íàãëÿäíî ðàçîáðàòüñÿ â ñóòè
áèðàöèîíàëüíîé êëàññèôèêàöèè ìíîãîîáðàçèé íåîòðèöàòåëüíîé
ðàçìåðíîñòè Êîäàèðû, ÷òî ìíå ïðîñòî ñîâåðøåííî íåïîíÿòíî, êàê
ìîãëî òàêîå ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ýòè ðåçóëüòàòû òàê äîëãî íå áûëè
çàìå÷åíû è íå áûëè ïîëó÷åíû êåì-òî åù¼ äî íà÷àëà 1990-õ ãîäîâ,
íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âñå íåîáõîäèìûå ïðåäïîñûëêè è ìåòîäû ê ýòîìó
âðåìåíè óæå áûëè ïîëíîñòüþ ðàçâèòû.



Êîìáèíàòîðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ðàçìåðíîñòè Êîäàèðû

Òåîðåìà

Ðàçìåðíîñòü Êîäàèðû κ íåâûðîæäåííîé òîðè÷åñêîé
ãèïåðïîâåðõíîñòè H ⊂ Td ñ ìíîãîãðàííèêîì Íüþòîíà P âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå

κ = min{d − 1, dimF (P)}.
Â ÷àñòíîñòè, íåâûðîæäåííàÿ òîðè÷åñêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ñ
ìíîãîãðàííèêîì Íüþòîíà èìååò íåîòðèöàòåëüíóþ ðàçìåðíîñòü
Êîäàèðû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âíóòðåííîñòü Ôàéíà F (P) íå
ïóñòà.



Êðèòåðèé äëÿ áèðàöèîíàëüíûõ ìîäåëåé Êàëàáè-ßó

Åù¼ â 1976 ãîäó Àñêîëüä Õîâàíñêèé äîêàçàë, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèé
ðîä íåâûðîæäåííîé òîðè÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ñ ìíîãîãðàííèêîì
Íüþòîíà P ðàâåí ÷èñëó åãî âíóòðåííèõ öåëûõ òî÷åê |Int(P) ∩M|. Èç
ýòîãî ðåçóëüòàòà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî åñëè íåâûðîæäåííàÿ
òîðè÷åñêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü áèðàöèîíàëüíà ìíîãîîáðàçèþ
Êàëàáè-ßó, òî å¼ ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà îáÿçàí ñîäåðæàòü ðîâíî
îäíó âíóòðåííþþ öåëóþ òî÷êó. Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó òàêèå
öåëîöèñëåííûå ìíîãîãðàííèêè ïîëíîñòüþ êëàññèôèöèðîâàíû â
ðàçìåðíîñòè 2 è 3.

Òåîðåìà (Êðèòåðèé Êàëàáè-ßó)

Íåâûðîæäåííàÿ òîðè÷åñêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ñ ìíîãîãðàííèêîì
Íüþòîíà P áèðàöèîíàëüíà ìîäåëè Êàëàáè-ßó òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âíóòðåííîñòü Ôàéíà F (P) ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç åäèíñòâåííîé
âíóòðåííåé öåëîé òî÷êè ìíîãîãðàííèêà P.



Ðåôëåêñèâíûå ìíîãîãðàííèêè

Îïðåäåëåíèå

Öåëî÷èñëåííûé d-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê P ⊂ MR, ñîäåðæàùèé
0 ∈ M â ñâîåé âíóòðåííîñòè íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíûì, åñëè
ïîëÿðíî äâîéñòâåííûé åìó ìíîãîãðàííèê

P∗ := {y ∈ NR : 〈x , y〉 > −1, ∀x ∈ P}

òàêæå èìååò òîëüêî öåëûå âåðøèíû.

Äëÿ öåëî÷èñëåííûõ ìíîãîãðàííèêîâ ðàçìåðíîñòè 2 ñâîéñòâî
ðåôëåêñèâíîñòè ðàâíîñèëüíî ñâîéñòâó íàëè÷èÿ ðîâíî îäíîé
âíóòðåííåé öåëîé òî÷êè. Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ
öåëî÷èñëåííûõ ìíîãîãðàííèêîâ ðàçìåðíîñòè 3 ýòî óæå íå òàê.



Ïðèìåð íåðåôëåêñèâíîãî ìíîãîãðàííèêà ñ F (P) = 0

Öåëî÷èñëåííûé ìíîãîãðàííèê P çàäàâàåìûé íåðàâåíñòâàìè

x1 > −1, x2 > −1, x3 > −1, −2 6 x1 + x2 + x3 6 1

èìååò âíóòðè ñåáÿ ðîâíî îäíó öåëóþ òî÷êó: (0, 0, 0). Îäíàêî, P íå
ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûìè, ïîñêîëüêó åìó ïîëÿðíî äâîéñòâåííûé
ìíîãîãðàííèê P èìååò ðàöèîíàëüíóþ âåðøèíó: (1/2, 1/2, 1/2).
Çàìåòèì, ÷òî F (P) = {(0, 0, 0)}. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ ìîäåëè
Êàëàáè-ßó, íåâûðîæäåííàÿ òîðè÷åñêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ñ
ìíîãîãðàííèêîì Íüþòîíà P áèðàöèîíàëüíà K3-ïîâåðõíîñòè. Â
äåéñòâèòåëüíîñòè, ýòó ïîâåðõíîñòü ìîæíî ðåàëèçîâàòü ââèäå ãëàäêîé
êâàðòèêè â P3, ñîäåðæàùåé òî÷êó ñ îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè
(1 : 0 : 0 : 0), ÷òî âèäíî èç ñäâèãà P íà âåêòîð (1, 1, 1) ∈ Z3:

P + (1, 1, 1) : x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0, 1 6 x1 + x2 + x3 6 4.

Ìû ïîëó÷àåì ìèíèìàëüíóþ ìîäåëü â âèäå çàìûêàíèÿ àôôèííîé
òîðè÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè H â òîðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè P3.



Ïîñòðîåíèå ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé â ñëó÷àå
ðåôëåêñèâíûõ ìíîãîãðàííèêîâ (arXiv:alg-geom/9310003)

Íà ïåðâîì øàãå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàìûêàíèå òîðè÷åñêîé
ãèïåðïîâåðõíîñòè H â ãîðåíøòåéíîâîì òîðè÷åñêîì
ìíîãîîáðàçèè Ôàíî VP , îïðåäåëÿåìîì íîðìàëüíûì âååðîì ΣP

ê ðåôëåêñèâíîìó ìíîãîãðàííèêó P. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì
êàíîíè÷åñêóþ ìîäåëü Êàëàáè-ßó H̃, èìåþùóþ, âîçìîæíî,
êàíîíè÷åñêèå îñîáåííîñòè.

Íà âòîðîì øàãå ïðèìåíÿåòñÿ ñèìïëèöèàëüíîå ïîäðàçáèåíèå Σ̂
âååðà ΣP , êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Σ̂[1] = P∗ ∩ (N \ {0}).
Ýòèì ìû ñîâåðøàåì ÷àñòè÷íîå êðåïàíòíîå ðàçðåøåíèå âñåõ
êàíîíè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ìíîãîîáðàçèÿ VP è ïîëó÷àåì â
ðåçóëüòàòå ñèìïëèöèàëüíîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå V̂ ñ
òåðìèíàëüíûìè îñîáåííîñòÿìè. Çàìûêàíèå Ĥ ãèïåðïîâåðõíîñòè
H â òîðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè V̂ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé
ìîäåëüþ Êàëàáè-ßó.



Ïðîñòåéøèé ïðèìåð

Äâóìåðíûé ðåôëåêñèâíûé ìíîãîóãîëüíèê è åãî ïîëÿðíî
äâîéñòâåííûé:

P ∗, SF (P )F (P ) ⊂ P

f (t) = t1 + t2 + (t1t2)−1



3-ìåðíûå ðåôëåêñèâíûå ìíîãîãðàííèêè

f (t) := t1 + t−1
1

+ t2 + t−1
2

+ t3 + t−1
3
.

P P ∗



Òåîðåìà Èøèè

Shihoko Ishii, The minimal model theorem for divisors of toric

varieties, Tohoku Math. J. (1999), 213-226.

Òåîðåìà

Íåâûðîæäåííàÿ òîðè÷åñêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü H ⊂ Td çàäàâàåìàÿ
ìíîãî÷ëåíîì Ëîðàíà f ∈ C[M] ñ ìíîãîãðàííèêîì Íüþòîíà P ñ
óñëîâèåì F (P) 6= ∅ âñåãäà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ÷åðåç å¼ çàìûêàíèå
â íåêîòîðîì ñèìïëèöèàëüíîì òîðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè V̂ .



Íîñèòåëü ìíîãîãðàííèêà F (P)

Îïðåäåëåíèå

Íîñèòåëåì âíóòðåííîñòè Ôàéíà F (P) íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî

SF (P) := {ν ∈ N : ordF (P)(ν) = ordP(ν) + 1}.

Òîëüêî ýëåìåíòû ν ∈ N èç ïîäìíîæåñòâà SF (P) ÿâëÿþòñÿ
ñóùåñòâåííûìè â ñèñòåìå ëèíåéíûõ íåðàâåñòâ, îïðåäåëÿþùèõ
âíóòðåííîñòü Ôàéíà F (P).

Ïîäìíîæåñòâî SF (P) ñîñòîèò èç íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ â
ìàêñèìàëüíûõ êîíóñàõ íîðìàëüíîãî âååðà ΣP . Ïî ýòîé ïðè÷èíå
ìíîæåñòâî SF (P) êîíå÷íî.

ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü Ĥ íåâûðîæäåííîé àôôèííîé
ãèïåðïîâåðõíîñòè H ïîëó÷àåòñÿ âçÿòèåì å¼ çàìûêàíèÿ â
ñèìëèöèàëüíîì òîðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè V̂ , ñîîòâåòñòâóþùåì
âååðó Σ̂, îäíîìåðíûå êîíóñà êîòîðîãî ñîñòîÿò èç ëó÷åé
ïîðîæä¼ííûõ ýëåìåíòàìè SF (P), òî åñòü Σ̂[1] = SF (P).



Êàíîíè÷åñêàÿ îáîëî÷êà ìíîãîãðàííèêà P

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü P - öåëî÷èñëåííûé ìíîãîãðàííèê, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
F (P) 6= ∅. Íàçîâ¼ì êàíîíè÷åñêîé îáîëî÷êîé ìíîãîãðàííèêà P
âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê C (P), îïðåäåëÿåìûé íåðàâåíñòâàìè,

C (P) := {x ∈ MR : 〈x , ν〉 > ordP(ν) ∀ν ∈ SF (P)}.

C (P) ÿâëÿåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå ðàöèîíàëüíûì ìíîãîãðàííèêîì,
ñîäåðæàùèì P.

Åñëè dimP = 2, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî P = C (P). Ðàâåíñòâî
P = C (P) òàêæå âûïîëíåíî, åñëè P ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûì.
Îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå ìíîãîãðàííèê C (P) áîëüøå, ÷åì P.



Ïîñòðîåíèå ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé (arXiv:2008.05814)

Îïðåäåëåíèå

Äëÿ ìíîãîãðàííèêà Íüþòîíà P ñ óñëîâèåì F (P) 6= ∅ îïðåäåëÿåòñÿ
ìíîãîãðàííèê

P̃ := C (P) + F (P).

Òåîðåìà

Íîðìàëüíûé âååð Σ̃ ê ìíîãîãðàííèêó P̃ çàäà¼ò íåêîòîðîå
Q-ãîðåíøòåéíîâî òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, èìåþùåå ïî ìåíüøåé
ìåðå êàíîíè÷åñêèå îñîáåííîñòè. Èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå
Σ̃[1] ⊂ SF (P). Âûáîð ïðîåêòèâíîãî ñèìïëèöèàëüíîãî ïîäðàçáèåíèÿ

Σ̂ âååðà Σ̃, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ Σ̂[1] = SF (P), îïðåäåëÿåò
êðåïàíòíûé ìîðôèçì ñîîòâåòñòâóþùèõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé
ϕ : V̂ → Ṽ . Òîðè÷åñêîå ñèìïëèöèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå V̂ èìååò ïî
ìåíüøåé ìåðå òåðìèíàëüíûå îñîáåííîñòè, à çàìûêàíèå Ĥ
òîðè÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè H ⊂ Td â òîðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè V̂
ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ìîäåëüþ.



Ïðèìåð: dimP = 2, dimF (P) = 1

f := t2
1

+ t2 + t−2
1

+ λt−1
2
, λ 6= 1

F (P ) ⊂ P ⊂ P̃ = F (P ) + P SF (P ), Σ̃



Ïðèìåð: dimP = 2, dimF (P) = 2

f (t) := t−1
1

t2 + t2
1

+ t−3
2
.

0



Ýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü

f (t) := (1 + t3
1

) + t1t
3

2
+ t2

1
t3
3

= 0, t1 ∈ C.

(0, 0, 0)

(3, 0, 0)

(1, 3, 0)

(2, 0, 3)



3-ìåðíûé âååð Σ̂

(0,−1,−1)

(−3,−2,−1)

(3,−1,−2)

(0, 1, 0)

(0, 0, 1)

SF (P )



Ïðèëîæåíèÿ

Äëÿ ëþáîé íåâûðîæäåííîé òîðè÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè H ñ
ìíîãîãðàííèêîì Íüþòîíà P ñ óñëîâèåì F (P) 6= ∅ ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ìîäåëü H̃, îïðåäåëåííàÿ
îäíîçíà÷íî ìíîãîãðàííèêîì P.

Ðàçìåðíîñòü Êîäàèðû ìèíèìàëüíîé ìîäåëè Ĥ âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå κ = min{d − 1, dimF (P)}.
Îáùèé ñëîé òîðè÷åñêîãî ìîðôèçìà Ṽ → VF (P), êîòîðûé
ñîîòâåòñòâóåò ñëàãàåìîìó F (P) â ñóììå Ìèíêîâñêîãî

P̃ = F (P) + C (P) ÿâëÿåòñÿ (d − κ)-ìåðíûì òîðè÷åñêèì
êàíîíè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî.

Îáùèå ñëîè ðàññëîåíèÿ Èèòàêè Ṽ → VF (P) ÿâëÿþòñÿ
(d − 1− κ)-ìåðíûìè êàíîíè÷åñêèìè ìîäåëÿìè íåâûðîæäåííûõ
òîðè÷åñêèõ ãèïåðõíîñòåé ñ ðàçìåðíîñòüþ Êîäàèðû 0.



Ñòåïåíü êàíîíè÷åñêîãî êëàññà (KZ̃ )d−1

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Volk(∆) k-ìåðíûé îáú¼ì k-ìåðíîãî
öåëî÷èñëåííîãî ìíîãîãðàííèêà, ïîëó÷àåìîãî èç îáû÷íîãî îáú¼ìà,
óìíîæåíèåì íà k!.

Òåîðåìà

Ïóñòü H̃ êàíîíè÷åñêàÿ ìîäåëü íåâûðîæäåííîé òîðè÷åñêîé
ãèïåðïîâåðõíîñòè H ⊂ Td ñ ìíîãîãðàííèêîì Íüþòîíà P. Òîãäà

(KH̃)d−1 =





Vold(F (P)) +
∑

Q≺F (P)
dim Q=d−1

Vold−1(Q), if dimF (P) = d ;

2Vold−1(F (P)), if dimF (P) = d − 1;

0, if dimF (P) < d − 1.



Êëàññû ×åðíà c21 è c2 ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè Ĥ

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü P - 3-ìåðíûé öåëî÷èñëåííûé ìíîãîãðàííèê ñ óñëîâèåì
F (P) 6= ∅. Òîãäà êëàññû ×åðíà c2

1
è c2 ãëàäêîé ìèíèìàëüíîé ìîäåëè

Ĥ íåâûðîæäåííîé òîðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè H ⊂ T3 ñ ìíîãîãðàííèêîì
P îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ åãî âíóòðåííîñòüþ Ôàéíà F (P).

Ýòî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ôîðìóë:

c2
1

(Ĥ) =





Vol3(F (P)) +
∑

Q≺F (P)
dim Q=2

Vol2(Q), if dimF (P) = 3;

2Vol2(F (P)), if dimF (P) = 2;

0, if dimF (P) 6 1.

c2(Ĥ) = 12χ(OĤ)− c2
1

(Ĥ), ãäå χ(OĤ) = 1 + |F (P) ∩ Z3|.



Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!


