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Â äîêëàäå áóäóò ðàññìîòðîíû âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ñóùåñòâîâàíèåì è
îïèñàíèåì ñòðóêòóðû (óíèâåðñàëüíûõ ) ôóíêöèé, ðÿäû Ôóðüå êîòîðûõ â òîì
èëè èíîì ñìûñëå óíèâåðñàëüíû â êëàññàõ Lp[−π, π] , Lp[−π, π]2, p ∈ (0, 1).

Ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèé è ðÿäîâ, óíèâåðñàëüíûõ â òîì èëè èíîì ñìûñëå â
ðàçëè÷íûõ êëàññàõ ôóíêöèé, èçó÷àëîñü ìíîãèìè ìàòåìàòèêàìè, è ïóáëèêàöèè
ïî ýòîé òåìàòèêå ðåãóëÿðíî ïîÿâëÿþòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ïå÷àòè.

Ïîíÿòèå óíèâåðñàëüíîãî ðÿäà (êàê ïî êëàññè÷åñêèì, òàê è ïî îáùèì îðòî-
íîðìàëüíûì ñèñòåìàì ) âîñõîäèò ê ðàáîòàì Ìåíüøîâà è Òàëàëÿíà. Íàèáîëåå
îáùèå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû èìè è èõ ó÷åíèêàìè.

Ïåðâîé ðàáîòîé, ãäå ïîñòðîåíû óíèâåðñàëüíûå â îáû÷íîì ñìûñëå òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèå ðÿäû â êëàññå âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé â ñìûñëå ñõîäèìîñòè
ïî÷òè âñþäó ÿâëÿåòñÿ ðàáîòa [1] Ìåíüøîâa.

Ðÿäû
∑∞

k=1 akϕk(x) ïî ëþáîé îðòîíîðìèðîâàííîé ïîëíîé ñèñòåìå {ϕn(x)}∞n=1,
x ∈ [0, 1], óíèâåðñàëüíûå â êëàññå âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé â ñìûñëå ñõîäèìî-
ñòè ïî÷òè âñþäó, áûëè ïîñòðîåíû â ðàáîòå [2] Òàëàëÿíîì.

Â [3] Ãðîññå - Ýðäìàí äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå óíèâåðñàëüíîãî ðÿäà Òåéëîðà
â êëàññå âñåõ íåïðåðûâíûõ íà [−1, 1] ôóíêöèé f(x) ñ f(0) = 0.

Çàìå÷àíèå 1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èç çíàìåíèòîé òåîðåìû Êîëìîãîðîâà
[4] (ðÿä Ôóðüå êàæäîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñè-
ñòåìå ñõîäèòñÿ â Lp[−π, π] , p ∈ (0, 1)) ñëåäóåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè
U ∈ L1[−π, π] ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå (à òàêæå ïî
ñèñòåìå Óîëøà ) áûë áû óíèâåðñàëüíûì â êëàññå âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé .
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Çíà÷èò â êëàññå èçìåðèìûõ ôóíêöèé íå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîãî ðÿäà
Ôóðüå (ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå), íî òåì íå ìåíå ìîæíî ïîñòðîèòü óíè-
âåðñàëüíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä

∑∞
k=1 αk cos kx+βk sin kx òàêîé, ÷òî ïîñëå

âûáîðà ïîäõîäÿùèõ çíàêîâ {δk = ±1}∞k=0 äëÿ åå êîýôôèöèåíòîâ ìîæíî äîñòè÷ü
òîãî, ÷òî

∑∞
k=1 δk(αk cos kx+ βk sin kx) óæå áóäåò ðÿäîì Ôóðüå íåêîòîðîé èí-

òåãðèðóåìîé ôóíêöèè (ñì. Òåîðåìó 1 è îïðåäåëåíèå 3).

Âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ îòâåò íà êîòîðûé íàì íå èçâåñòåí
Âîïðîñ 1. Ñóùåñòâóåò ëè îãðàíè÷åííàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {ϕn(x)}

òàêàÿ, ÷òî â êëàññå èçìåðèìûõ ôóíêöèé ìîæíî áûëî áû ïîñòðîèòü óíèâåðñàëü-
íûé ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå {ϕn(x)}?

âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé â ñìûñëå çíàêîâ.

Çàìåòèì, ÷òî åäèíîãî îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ¾óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ¿ íå ñó-
ùåñòâóåò. Îáû÷íî ïîä ýòèì òåðìèíîì ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé
ìîæíî ¾ïðåäñòàâèòü¿ ¾âñå¿ ôóíêöèè. Ïðè ýòîì ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ, à òàêæå
êëàññ ïðåäñòàâèìûõ ôóíêöèé ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ ðàçëè÷íûì îáðàçîì. Ñóùå-
ñòâîâàíèå ôóíêöèé, óíèâåðñàëüíûõ â òîì èëè èíoì ñìûñëå èçó÷àëîñü ìíîãèìè
ìàòåìàòèêàìè, ðàáîòàâøèìè â òåîðèè ôóíêöèé êàê äåéñòâèòåëüíîãî, òàê è êîì-
ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è ïóáëèêàöèè ïî ýòîé òåìàòèêå ðåãóëÿðíî ïîÿâëÿþòñÿ
â ìàòåìàòè÷åñêîé ïå÷àòè (ñì. òàêæå [1]-[10]).

Áëèçêèì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå óíèâåðñàëüíîãî ðÿäà òàê íàçûâàþò ðÿäû, ñ ïî-
ìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ëþáóþ ôóíêöèþ (çäåñü òàêæå ñïîñîá ïðåä-
ñòàâëåíèÿ è êëàññ ïðåäñòàâèìûõ ôóíêöèé ìîæíî ïîíèìàòü ðàçëè÷íûì îáðà-
çîì). ×àñòî òàêîé ðÿä ñâÿçàí ñ êàêîé-òî ôóíêöèåé, íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ åå ðÿäîì
Òåéëîðà èëè Ôóðüå(Ôóðüå-Ñòèëüòåñà).

Ïåðâûå ïðèìåðû óíèâåðñàëüíûõ ôóíêöèé áûëè ïîñòðîåíû Áèðêãîôîì [1] â
ðàìêàõ êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, ïðè ýòîì öåëûå ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿëèñü â

ëþáîì êðóãå ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìèñÿ ñäâèãàìè óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè,
Ìàðöèíêåâè÷åì [2] â ðàìêàõ äåéñòâèòåëüíîãî àíàëèçà, ïðè ýòîì ëþáàÿ èçìå-
ðèìàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿëàñü êàê ïðåäåë ïî÷òè âñþäó íåêîòîðîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ðàçíîñòíûõ îòíîøåíèé óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè.

Â. Ã. Êðîòîâ [5] ïîñòàâèë è èçó÷èë âîïðîñ î âîçìîæíîé ãëàäêîñòè òàêèõ
ôóíêöèé F Ìàðöèíêåâè÷à

.
Íèæå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
Ïóñòü Lp[a, b] , p > 0 � êëàññ âñåõ òåõ èçìåðèìûõ íà [a, b] ôóíêöèé, äëÿ

êîòîðûõ
∫

[a,b]
|f(x)|pdx <∞. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fk(x)]}∞k=1 ( fk ∈

Lp[a, b], k ∈ N− ñîâîêóïíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ) ñõîäèòñÿ ê f(x) ∈ Lp[a, b]
â Lp[a, b], åñëè limk→∞

∫ 1

0
|fk(x)− f(x)|pdx = 0.

Ïóñòü M [a, b] ñîâîêóïíîñòü (íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íûõ) èçìåðèìûõ ôóíê-
öèé è L0[a, b] - êëàññ âñåõ ïî÷òè âåçäå êîíå÷íûõ èçìåðèìûõ íà [a, b] ôóíêöèé,
C[a, b]−êëàññå íåïðåðûâíûõ íà [a, b] ôóíêöèé.
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Ïîä ñõîäèìîñòüþ â L0[a, b] ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþ-
äó è ïîä ñõîäèìîñòüþ â C[a, b] - ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü.

Ïóñòü ck(U) :=
∫ b
a
f(x)ϕk(x)dx −êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïî çàäàííîé íà [a, b]

îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå {ϕk(x)}∞k=0 ôóíêöèè U ∈ L1[a, b], è ïóñòü Sm(U,Φ) =∑m
k=0 ck(U)ϕk(x), m ∈ N.

Ïóñòü S- êàêîå-íèáóäü èç ïðîñòðàíñòâ Lp[a, b], p ∈ [0, 1) è M [a, b].
Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ôîðìóëèðîâêå íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ, äàäèì ñîîò-

âåòñòâóþùåå îïðåäåëåíèå.

Ïóñòü ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî S− êàêîå-íèáóäü èç ïðîñòðàíñòâ M [a, b],
Lp[a, b], p ≥ 0, C(E) è ïóñòü fk ∈ S.

Îïðåäåëåíèå 1.Ïóñòü Ω ⊂ Λ ⊆ N

ρ(Ω)Λ :=
−−−
lim
m→∞

6= Ω ∩ (0, n))

6= (Λ ∩ (0, n))
(1)

ρ(Ω)Λ−íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ïîäìíîæåñòâà Ω îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Λ
. ãäå ÷åðåç 6= (Ω)− ÷èñëî òî÷åê êîíå÷íåãî ìíîæåñòâà Ω ⊂ N.

Îïðåäåëåíèå 2 . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ U ∈ L1[a, b] äëÿ êëàññà
S îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû {ϕk(x)}∞k=0

à) óíèâåðñàëüíà (â îáû÷íîì ñìûñëå), åñëè ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè U(x) ïî
ýòîé ñèñòåìå óíèâåðñàëåí â S , ò.å. åñëè äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ S ñóùåñòâóåò
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîçðàñòàþùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë nk òàêàÿ, ÷òî ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì {Sm(U,Φ)}∞m=1 ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè U(x) ñ
íîìåðàìè nk ñõîäèòñÿ ê f(x) â S,

á) óñëîâíî óíèâåðñàëüíà, åñëè ïîñëå âûáîðà ïîäõîäÿùèõ çíàêîâ {δk =
±1}∞k=0 äëÿ åå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ìîæíî äîñòè÷ü òîãî, ÷òî

∑∞
k=1 δkck(U)ϕk(x)

óæå áóäåò óíèâåðñàëüíûì ðÿäîì â S,

â) ïî÷òè óíèâåðñàëüíà , åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíàêîâ {δk =
±1}∞k=−∞, ñ ρ(Ω(u))Λ(u) = 1 (ãäå Ω(u) = {(k, s) ∈ Λ(u) = spec(u), δk = 1} ) ÷òî
÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà

∑∞
k,s=−∞ δkck(U)eikx áûë áû ïëîòíûûìè â S

ã) óíèâåðñàëüíà â ñìûñëå çíàêîâ, åñëè äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ S
ìîæíî íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíàêîâ { δk = ±1}∞k=0, äëÿ êîòîðîé ðÿä∑∞

k=1 δkck(U)ϕk(x) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f(x) â S ,
ä) óíèâåðñàëüíà â ñìûñëå ïåðåñòàíîâîê, åñëè ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè U(x)

ïî ýòîé ñèñòåìå óíèâåðñàëåí â S â ñìûñëå ïåðåñòàíîâîê.
ò. å. äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ S ÷ëåíû ðÿäà

∑∞
k=0 ck(U)ϕk(x) ìîæíî ïåðåñòàâèòü

òàê, ÷òîáû âíîâü ïîëó÷åííûé ðÿä
∑∞

k=1 cσ(k)(U)ϕσ(k)(x) ñõîäèëñÿ ê ôóíêöèè
f(x) â S.

Äëÿ êëàññîâ Lp[a, b]2, p ∈ [0, 1 èM [a, b]2 îòíîñèòåëüíî äâîéíîé îðòîíîðìèðî-
âàííîé ñèñòåìû {ϕk(x)ϕl(y)}∞k,l=1 ðàçíûõ òèïîâ óíèâåðñàëüíîñòè èíòåãðèðóåìîé
ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Ïåðâîé ðàáîòîé, ãäå ïîñòðîåíû óíèâåðñàëüíûå (â îáû÷íîì ñìûñëå) òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèå ðÿäû â êëàññå M [−π, π] â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàáîòa [1] Ìåíüøîâa.

Â [4] Ãðîññå-Ýðäìàí äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé
äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè Γ (x) ñ Γ (0) = 0, ðÿäà Òåéëîðà êîòîðîé äëÿ ëþáîãî
γ >0 óíèâåðñàëåí â C[−γ, γ]. ßñíî, ÷òî ðÿäà Òåéëîðà ýòîé ôóíêöèè óíèâåð-
ñàëåí âî âñåõ Lp[−π, π], p ∈ (0, 1) ) è â M [0, 1) â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïî÷òè
âñþäó

Çàìå÷àíèå 1. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå óíèâåðñàëüíûõ ôóíê-
öèé çàâèñèò îò òèïà óíèâåðñàëüíîñòè, îò ñèñòåìû, îò ñìûñëà ñõîäèìîñòè è îò
ïðîñòðàíñòâà S (âîïðîñû â ýòîì íàïðàâëåíèè âåñüìà åìêè).

Çàìå÷àíèå 2. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èç çíàìåíèòîé òåîðåìû Êîëìîãîðîâà
[4] (ðÿä Ôóðüå êàæäîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñè-
ñòåìå ñõîäèòñÿ â Lp[−π, π] , p ∈ (0, 1)) ñëåäóåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè
U ∈ L1[−π, π] ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå (à òàêæå ïî
ñèñòåìå Óîëøà ) áûë áû óíèâåðñàëüíûì â Lp[−π, π], p ∈ (0, 1) è â êëàññå
M [−π, π].

Íî òåì íå ìåíå ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ U ∈ L1[−π, π] , êîòîðàÿ óñëîâíî
óíèâåðñàëüíà äëÿ êëàññàM [−π, π) (ñîîòâ. äëÿ êëàññà Lp[−π, π] ) ïðè p ∈ (0, 1)
îòíîñèòåëüíî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû .

Âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ îòâåò íà êîòîðûé íàì íå èçâåñòåí
Âîïðîñ 1. Ñóùåñòâóåò ëè îãðàíè÷åííàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {ϕn(x)}

òàêàÿ, ÷òî â êëàññå èçìåðèìûõ ôóíêöèé ìîæíî áûëî áû ïîñòðîèòü óíèâåðñàëü-
íûé ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå {ϕn(x)}?

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè U ∈ L1[0, 1), êîòîðàÿ áûëà
áû óñëîâíî óíèâåðñàëüíîé äëÿ êëàññà Lp[0, 1), p ≥ 1 îòíîñèòåëüíî òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Çàìå÷àíèå 3. Êàêîâû áû íå áûëè ÷èñëî p ≥ 1 è ïîëíàÿ îãðàíè÷åííàÿ
îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {ϕn(x)} , íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè U ∈ L1[0, 1], êîòî-
ðàÿ áûëà áû óñëîâíî óíèâåðñàëüíîé äëÿ êëàññà Lp[0, 1] îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû
{ϕn(x)} â ñìûñëå çíàêîâ (ñîîòâ.â ñìûñëå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé çíàêîâ) ñâî-
èõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïî ýòîé ñèñòåìå.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ïðè íåêîòîðîì p ≥ 1 îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé îãðà-
íè÷åííîé ÎÍÑ ñèñòåìû {ϕn(x)} ñóùåñòâîâàëà ôóíêöèÿ U ∈ L1[0, 1], êîòîðàÿ
óñëîâíî óíèâåðñàëüíà äëÿ êëàññà Lp[0, 1], p ≥ 1 , òî íàøëèñü áû ÷èñëà δk = ±1,
òàêèå, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f(x) = k0ck0(U)ϕk0(x), ãäå k0 > 1 ëþáîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî ñ óñëîâèåì ck0(U) 6= 0, ìîæíî áûëî áû íàéòè òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü Nm ↗∞, ÷òî

lim
m→∞

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
Nm∑
k=0

δkck(U)ϕk(x)− k0ck0(U)ϕk0(x)

∣∣∣∣∣
p

dx = 0.
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Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå � δk0 = k0 > 1.

Îòìåòèì,÷òî äîêëàä÷èê è Ãàëîÿí (ñì. Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì., 85, 2, 73�94
(2021)) äîêàçàëè, ÷òî â ñëó÷àå p ∈ (0, 1) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ U ∈ L1[−π, π],
êîòîðàÿ óñëîâíî óíèâåðñàëüíà äëÿ êëàññà Lp[−π, π] ïðè p ∈ (0, 1) îòíîñè-
òåëüíî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Â ðàáîòå [13] ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ U ∈ L1[−π, π]−óíèâåðñàëüíà äëÿ êëàññà
Lp[−π, π] ïðè p ∈ (0, 1) îòíîñèòåëüíî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû â ñìûñëå
çíàêîâ.

L0[−π, π]− ?
+L0[0, 1]

Çàìå÷àíèå 4. Îòìåòèì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè U ∈ L1[0, 1], êî-
òîðàÿ áûëà áû óíèâåðñàëüíîé äëÿ êëàññà L0[0, 1] â ñìûñëå çíàêîâ îò-
íîñèòåëüíî ñèñòåìû {fn(x)}, ïîñòðîåííîé Áîðèñîì Ñåðãååâè÷åì Êà-
øèíûì .

Áîðèñ Ñåðãååâè÷ äîêàçàë ñëåäóþùóþ âàæíóþ òåîðåìó
Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ â L2[0, 1] îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà

{fn(x)} îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé òàêàÿ, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó
na [0, 1] ðÿäà

∑∞
k=1 akfk(x) âûòåêàåò

∑∞
k=1 a

2
k <∞ ).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìû íå çíàåì îòâåòà íà âîïðîñ î òîì, ñóùåñòâóåò ëè
ôóíêöèÿ U ∈ L1[−π, π) óíèâåñàëüíà äëÿ êëàññà Lp[−π, π), p ∈ (0, 1) èëèM [−π, π)
îòíîñèòåëüíî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû â ñìûñëå ïåðåñòàíîâîê ?

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáóþ èçìåðèìóþ, ïî÷òè âñþäó êîíå÷íóþ ôóíê-
öèþ ïóòåì èçìåíåíèÿ åå çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâå ñêîëü óãîäíî ìàëîé
ìåðû ìîæíî ïðåâðàòèòü â ïî÷òè óíèâåðñàëüíóþ ôóíêöèþ äëÿ êëàññà
Lp[−π, π], p ∈ (0, 1) îòíîñèòåëüíî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Òåïåðü î ïî÷òè óíèâåðñàëüíîñòè îòíîñèòåëüíî äâîéíîé òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû {eikxeisy}∞k,s=−∞ .

Ïóñòü T 2 := [−π, π]2 = [−π, π] × [−π, π] = T 1 × T 1 , ïóñòü f : T 2 −→ R è
ïóñòü

Lp(T 2) = {f ;

∫∫
T 2

|f(t, τ)|pdtdτ <∞, p > 0 }.

Ïðÿìîóãîëüíûå è ñôåðè÷åñêèå ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà Ôóðüå ïî äâîéíîé
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå ôóíêöèè f ∈ L1(T 2) ( f(x+ 2π, y) = f(x, y+ 2π) =
f(x, y)) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Sn.m((x, y), f) =
∑
|k|≤n

∑
|s|≤m

f̂k,se
ikxeisy; SR((x, y), f) =

∑
k2+s2≤R2

f̂k,se
ikxesisy, (1)

ãäå

f̂k,s :=
1

4π2

∫∫
T 2

f(t, τ)e−ikte−istdtdτ− (2)

-êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ L1(T 2) ïî äâîéíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ñèñòåìå{eikxeily }∞k,s=−∞ ôóíêöèè f ∈ L1(T 2).

Ñïåêòð ôóíêöèé u ∈ L1(T 2) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

Λ(u) := spec(u) = {(k, s); ûk,s 6= 0}, (3)

à ÷åðåç 6= (Ω) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî òî÷åê êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà Ω ⊂
Z2 := {(k1, k2) : |k1|, |k2| ∈ N∪{0}}, ãäå N−ìíîæåñòâî íàòóðàëíûõ ÷èñåë.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ôîðìóëèðîâêå íåêîòîðèõ ðåçóëüòàòîâ, íàïîìíèì ñî-
îòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1+. Ïóñòü Ω ⊂ Λ ⊆ Z2

ρ(Ω)Λ := sup lim
n→∞,m→∞

6= (Ω ∩ ((−n, n)× (−m,m)))

6= (Λ ∩ ((−n, n)× (−m,m))
(4)

ρ(Ω)Λ−íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ïîäìíîæåñòâà Ω îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Λ
.

Îïðåäåëåíèå 2+. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ u ∈ L1(T 2) äëÿ êëàññà
Lp(T 2) îòíîñèòåëüíî äâîéíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû {eikxeisy}∞k,s=−∞

à) óíèâåðñàëüíà (ïî ïðÿìîóãîëüíàì, ñîîòâåñòâåííî ïî ñôåðàì), åñ-
ëè ïðÿìîóãîëüíûå, ñîîòâ. ñôåðè÷åñêèå ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè u(x, y)
ïî äâîéíîé ñèñòåìå {eikxeisy}∞k,s=−∞ ïëîòíû â Lp(T 2),

á) óñëîâíî óíèâåðñàëüíà (ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì, ñîîòâåñòâåííî ïî ñôå-
ðàì), åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíàêîâ {δk,s = ±1}∞k,s=−∞, ÷òî ïðÿ-

ìîóãîëüíûå (ñîîòâ. ñôåðè÷åñêèå) ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà
∑∞

k,s=−∞ δk,sûk,se
ikxeisy

áûë áû ïëîòíûûìè â Lp(T 2),
â) ïî÷òè óíèâåðñàëüíà (ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì, ñîîòâåñòâåííî ïî ñôåðàì),

åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíàêîâ {δk,s = ±1}∞k,s=−∞, ñ ρ(Ω(u))Λ(u) = 1
(ãäå Ω(u) = {(k, s) ∈ Λ(u) = spec(u), δk,s = 1} ) ÷òî ïðÿìîóãîëüíûå (ñîîòâ.
ñôåðè÷åñêèå) ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà

∑∞
k,s=−∞ δk,lûk,se

ikxeisy áûë áû ïëîòíûûìè

â Lp(T 2).
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Àíàëîãè÷íî ìîæíî äàòü ïðèâåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ (â
îäíîìåðíîì) è â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àÿõ. Ïóñòü

T d := [−π, π]d; d ∈ N

Íåäàâíî Ñåðãåé Âëàäèìèðîâè÷ Êîíÿãèí äîêàçàë ñëåäóþùóþ âàæíóþ òåî-
ðåìó

Òåîðåìà 1. (Êîíÿãèí Ñ. Â. ). Ïóñòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ
ñóìì ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ L1(T d) ïî êðàòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå
ïî Ïðèíãñõåéìó (ïî ïðÿìîóãîëüíàì) íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå E ⊂ T d ïîëîæè-
òåëüíîé ìåðû ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè g (íå îáèçàòåëüíî êîíå÷íîé). Òîãäà g = f
ïî÷òè âñþäó íà E.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò
Òåîðåìà 2.(Êîíÿãèí Ñ. Â. ). Íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè u ∈ L1(T d), d ≥ 2

óíèâåðñàëüíà ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì äëÿ êëàññà Lp(T d), p ∈ (0, 1) îòíîñèòåëüíî
êðàòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Çàìå÷àíèå 1. Òîò ôàêò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè u ∈ L1(T 1), êî-
òîðàÿ áûëà áû óíèâåðñàëüíîé äëÿ êëàññà Lp(T 1), p ∈ (0, 1) îòíîñèòåëüíî
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû, ñëåäóåò èç çíàìåíèòîé òåîðåìû À. Í. Êîëìîãî-
ðîâà [2] (ðÿä Ôóðüå êàæäîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñè-
ñòåìå ñõîäèòñÿ â Lp(T 1), p ∈ (0, 1)) è íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òåîðåìà Êîëìîãîðîâà,
êàê äîêàçàë Ñ. Â.Êîíÿãèí [3], íå âåðíà äëÿ êðàòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòå-
ìû, íî ïðèâåäåííîå âûøå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå.

Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóeò ôóíêöèÿ u ∈ L1(T d) - óñëîâíî óíèâåðñàëüíà (ïî
ïðÿìîóãîëüíèêàì è ïî ñôåðàì), äëÿ êëàññà Lp(T d), p ∈ (0, 1) îòíîñèòåëüíî
êðàòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû

Áîëåå òîãî èìååò ìåñòî ñëåäóþùîå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 3.Ñóùåñòâóeò ôóíêöèÿ u ∈ L1(T d) ïî÷òè óíèâåðñàëüíà êàê ïðÿìî-
óãîëüíèêàì òàê è ïî ñôåðàì äëÿ êëàññà Lp(T d), p ∈ (0, 1) îòíîñèòåëüíî êðàòíîé
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Îòìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 2 Êîíÿãèíà âûòåêàåò, ÷òî òåîðåìà 3 îêîí÷àòåëüíà
â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, çà ýòî âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü Ñåðãåþ Âëàäèìèðîâè÷ó
Êîíÿãèíó.

Â ñâÿçè ñ ïðèâåäåííûìè âûøå ðåçóëüòàòàìè è îïðåäåëåíèåì âîçíèêàþò ñëå-
äóþùèå (íà íàø âçãëÿä, àêòóàëüíûå) âîïðîñû, îòâåòû íà êîòîðûå íàì íåèçâåñò-
íû. (Èíòåðåñíî áûëî áû óçíàòü îòâåòû íà ýòè âîïðîñû).
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Âîïðîñ 1. Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ U ∈ L1[−π, π) óíèâåñàëüíà äëÿ êëàññà
Lp[−π, π), p ∈ (0, 1) èëè M [−π, π) îòíîñèòåëüíî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû â
ñìûñëå ïåðåñòàíîâîê ?

Âîïðîñ 2. Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ U ∈ L1[0, 1) óíèâåñàëüíà äëÿ êëàññîâ
Lp[0, 1], p ∈ (0, 1) îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû Óîëøà â ñìûñëå ïåðåñòàíîâîê ?

Âîïðîñ 3. Ñóùåñòâóåò ëè îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {ϕn(x)} , îòíîñè-
òåëüíî êîòîðîé äëÿ êëàññà M .[0, 1) (ñîîòâ. Lp[0, 1] ïðè íåêîòîðîì p ∈ [0, 1) )
ìîæíî áûëî áû ïîñòðîèòü óíèâåðñàëüíóþ ôóíêöèþ?

Âîïðîñ 4. Âåðíû ëè òåîðåìû 1 è 2 äëÿ ñèñòåìû Âèëåíêèíà (ñîîâ. äëÿ
ñèñòåìû Õààðà, äëÿ ñèñòåìû Ôðàíêëèíà)?

Âîïðîñ 5. Ñóùåñòâóþò ëè îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {ϕn(x)}, x ∈ [0, 1] è
ôóíêöèÿ U ∈ L1[0, 1]2, òàêèå, ÷òî ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè U ïî äâîéíîé ñèñòåìå{ϕk(x)ϕl(y)}∞k,l=1

áûë áû óíèâåðñàëüíûì Lp[0, 1]2 ïðè íåêîòîðîì p ∈ (0, 1) ?

Âîïðîñ 6. Ìîæíî ëè â òåîðåìå 3 ïî÷òè óíèâåðñàëüíóþ ôóíêöèþ âûáðàòü
òàê, ÷òîáû åå ðÿä Ôóðüå ñõîäèëñÿ â L1(T 2) (ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì, ïî ñôåðàì)?

Â ñâÿçè ñ âîïðîñîì 1 îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ U ∈ L1[−π, π)2 òà-
êàÿ, ÷òî ïîñëå âûáîðà ïîäõîäÿùèõ çíàêîâ {δk = ±1}∞k=−∞ äëÿ åå êîýôôèöèåíòîâ
Ôóðüå ìîæíî äîñòè÷ü òîãî, ÷òî

∑∞
k=−∞ δkck(U)eikx óæå áóäåò óíèâåðñàëüíûì

ðÿäîì â Lp[−π, π)2, p ∈ (0, 1) â ñìûñëå ïåðåñòàíîâîê.

Òåïåðü äîêàæåì
Òåîðåìà 3.Ñóùåñòâóeò ôóíêöèÿ u ∈ L1(T 2) ïî÷òè óíèâåðñàëüíà êàê ïðÿ-

ìîóãîëüíèêàì òàê è ïî ñôåðàì äëÿ êëàññà Lp(T 2), p ∈ (0, 1) îòíîñèòåëüíî
äâîéíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

� 1. Îñíîâíûå ëåììû

Îñíîâíûì ñðåäñòâîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 ( â äâóìåðíîì ñëó÷àå )
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà

Ëåììà 2× . Ïóñòü äàíû ÷èñëà N0 ∈ N; ε, η, p ∈ (0, 1) è ôóíêöèÿ f(x, y) ∈
Lp(T 2), p ∈ (0, 1). Òîãäà ìîæíî íàéòè ïîëèíîìû ïî äâîéíîé òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêîé ñèñòåìå âèäà

H(x, y) =
∑

N0≤|k|,|l|≤N

ck,le
i(kx+ly) =

∑
N0≤|k|≤N

∑
N0≤|l|≤N

ck,le
i(kx+ly),
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Q(x, y) =
∑

N0≤|k|,|l|≤N

δk,lck,le
i(kx+ly), δk,l= ±1 , N0 ≤ |k| ≤ N, N0 ≤ |l| ≤ N

óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:∫∫
T 2

|H(x, y)|dx < θ,

∫∫
T2

|f (x , y)−Q(x , y)|
p

dxdy < ε,

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2× âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 4.2, äîêàçàííîé â [4]:
Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì., 85, 2, 73�94 (2021)

Ëåììà 4.2 . Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë n ∈ N, ε0, η0, p ∈ (0, 1), γ0 6= 0 è îòðåçîê
èíòåðâàëà ∆0 ⊂ [−π, π] ñóùåñòâóþò òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû

H(x) =
∑

n≤|k|<m

cke
ikx, Q(x) =

∑
n≤|k|<m

δkcke
ikx, δk = ±1 ,

óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:∫ π

−π
|Q(x )− γ0χ∆(x )|

p

dx < ε,

∫ π

−π
|H(x)|dx < ε,

Ñïåðâà äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó
Ëåììà 1×. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë γ 6= 0, ε, η, p ∈ (0, 1), N0 > 1 è äëÿ ëþáîãî

êâàäðàòà ∆ = ∆1 × ∆2 ⊂ T 2 = [−π, π]2 ñóùåñòâóþò ïîëèíîìû ïî äâîéíîé
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå âèäà

H(x, y) =
∑

N0≤|k|,|s|<N

ck,se
i(kx+sy), Q(x, y) =

∑
N0≤|k|,|s|<N

δk,sck,se
i(kx+sy), δk,s= ±1 ,

îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:∫∫
T2

|Q(x , y)− γχ∆(x , y)|
p

dxdy < ε,

∫∫
T 2

|H(x, y)|dxdy < η.

(χE(x, y)- õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà E)
Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 1×. Ïðèìåíèì ëåììó 4.2, ïîëîãàÿ â åå ôîðìóëèðîâêå

γ0 = γ,∆0 = ∆1, n = N0, η0 =
√
η, ε0 =

ε

4|∆2|
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Òîãäà îïðåäåëÿþòñÿ ïîëèíîìû H1(x) è Q1(x) âèäà

H1(x) =
∑

N0≤|k|<N

ake
ikx, Q1(x) =

∑
N0≤|k|<N

βkake
ikx, βk= ±1 , (1.1)

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:∫ π

−π
|Q1 (x )− γχ∆1 (x )|

p

dx <
ε

2|∆2|
, (1.2)∫ π

−π
|H1(x)|dx < √η. (1.3)

Ñíîâà ïðèìåíèì Ëåììó 4.2, ïîëîãàÿ â åå ôîðìóëèðîâêå

γ0 = 1, ∆0 = ∆2, n = N0, η0 =
√
η, ε0 =

ε

2
∫ π
−π |Q1 (x )|pdx

.

Òîãäà îïðåäåëÿþòñÿ ïîëèíîìû H2(y) è Q2(y) âèäà

H2(y) =
∑

N0≤|k|<N

bse
isy , Q2(y) =

∑
N0≤|s|<N

εsbse
isy, εs = ±1 , (1.4)

òàêèå, ÷òî ∫ π

−π
|Q2 (y)− χ∆2 (y)|

p

dy <
ε

2
∫ π
−π |Q1 (x )|pdx

, (1.5)

∫ π

−π
|H2(y)|dy < √η. (1.6)

Îïðåäåëèì ïîëèíîìû H(x, y) è Q(x, y) è ÷èñëà ck,s, δk,s ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

H(x, y) = H1(x)H2(y), Q(x, y) = Q1(x)Q2(y), (1.7)

ck,s = akbs, N0≤ |k| < N, N0≤ |s| < N , (1.8)

δk,s = βkεs , N0≤ |k|, |s| < N. (1.9)

Èç (1.1), (1.3) è (1.6)- (1.9) âûòåêàåò

H(x, y) =
∑

N0≤|n|,|s|<N

ck,se
i(kx+sy) =

∑
N0≤|k|≤N

∑
N0≤|l|≤N

ck,le
i(kx+ly),

Q(x, y) =
∑

N0≤|n|,|s|<N

δk,sck,se
i(kx+sy), δk ,s = ±1 , N0≤ |k|, |s| < N,
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è ∫∫
T 2

|H(x, y)|dxdy =

∫ π

−π
|H1(x)|dx

∫ π

−π
|H2(y)|dy < η.

Â ñèëó (1.2), (1.5) è (1.7) èìååì

∫∫
T2

|Q(x , y)− γχ∆(x , y)|
p

dxdy =

∫∫
T2

|Q1 (x )Q2 (y)− γχ∆1 (x )χ∆2
(y)|

p

dxdy ≤

≤
∫ π

−π
|Q2 (y)− χ∆2 (y)|

p

dy

∫ π

−π
|Q1 (x )|

p

dx +

∫ π

−π
|Q1 (x )− γχ∆1 (x )|

p

dx

∫ π

−π
|χ∆2 (y)|pdy < ε.

Ëåììà 1× äîêàçàíà.
Ëåììà 2×. Ïóñòü äàíû ÷èñëà N0 ∈ N, ε, η, p ∈ (0, 1) è ôóíêöèÿ f(x, y) ∈

Lp[−π, π ]2. Òîãäà ìîæíî íàéòè ïîëèíîìû ïî äâîéíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñè-
ñòåìå âèäà

H(x, y) =
∑

N0≤|k|,|s|<N

ck,se
i(kx+sy), Q(x, y) =

∑
N0≤|k|,|s|<N

δk,sck,se
i(kx+sy), δk,s= ±1 , N0 ≤ |k|, |s| ≤ N

óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:∫∫
T 2

|H(x, y)|dx < η,

∫∫
T 2

|f (x , y)−Q(x , y)|pdxdy < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2×. Âîçüìåì ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ

ψ(x , y) =

ν0∑
ν=1

γνχ∆ν (x, y) (1.10)

òàêóþ, ÷òî ( ∆ν , (ν = 1, 2, . . . ν0)− êâàäðàòû ïîñòàÿíñòâà ôóíêöèè ψ(x , y))∫∫
T 2

|f (x , y)− ψ(x , y)|pdxdy <
ε

2
. (1.11)

Ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì ëåììû 1× ìîæíî îïðåäåëèòü ïîëèíîìû

Hν(x, y) =
∑

Nν−1≤|k|,|s|<Nν

c
(ν)
k,se

i(kx+sy), ν = 1, 2, . . . ν0, (1.12)

Qν(x, y) =
∑

Nν−1≤|k|,|s|<Nν

δ
(ν)
k,sc

(ν)
k,se

i(kx+sy), δ
(ν)
k,s= ±1 , ν = 1, 2, . . . ν0 (1.13)
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óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:∫∫
T 2

|Hν(x, y)|pdxdy ≤ η

ν0

, ν = 1, 2, . . . ν0, (1.14)

∫∫
T 2

|Qν(x, y)− γνχ∆ν (x, y)|pdxdy <
ε

2ν0

, ν = 1, 2, . . . ν0. (1.15)

Îïðåäåëèì ïîëèíîìû H(x, y) è Q(x, y) è ñëåäóþùèì îáðàçîì

H(x, y) =

ν0∑
ν=1

Hν(x, y), Q(x, y) =

ν0∑
ν=1

Qν(x, y), (1.16)

ãäå

ck,s =

{
c

(ν)
k,s, Nν−1≤ |k |, |s| < Nν , 1 ≤ ν ≤ ν0,

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷èÿõ.
(1.17)

δk,s =

{
δ

(ν)
k,s , Nν−1≤ |k |, |s| < Nν , 1 ≤ ν ≤ ν0.

1, â îñòàëüíûõ ñëó÷èÿõ.
(1.18)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (1.12) - (1.14) è (1.16) -(1.18) áóäåì èìåòü

H(x, y) =
∑

N0≤|k|,|s|<N

ck,se
i(kx+sy), Q(x, y) =

∑
N0≤|k|,|s|<N

δk,sck,se
i(kx+sy), δk ,s = ±1 , N0 ≤ |k|, |s| < N ,

è

∫∫
T 2

|H(x, y)|dxdy =

∫∫
T 2

H(x, y)|dxdy ≤
ν0∑
ν=1

∫∫
T 2

|Hν(x, y)|dxdy ≤ µ, N = Nν0 .

Èç óñëîâèé (1.10), (1.11), (1.15) è (1.16) ñëåäóåò:∫∫
T2

|f (x , y)−Q(x , y)|
p

dxdy ≤
∫∫
T2

|f (x , y)− ψ(x , y)|
p

dxdy+

+

ν0∑
ν=1

∫∫
T 2

|Qν(x, y)− γνχ∆ν (x, y)|pdxdy < ε.

Ëåììà 2× äîêàçàíà.

� 2. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.

Ìû ðàññìîòðèì äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3 â äâóìåðíîì ñëó÷àå.
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Ïóñòü

F = {fn(x, y)}∞n=1, (2.1)

åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ ïîëèíîìîâ ïî äâîéíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòå-
ìå ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íî ïðèìåíèâ ëåììó, ïî èíäóêöèè ìîæåì íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëèíîìîâ
{{H(j)

n (x, y)}λnj=1}∞n=1 è {{Q(j)
n (x, y)}λnj=1}∞n=1 âèäà

H(j)
n (x, y) =

∑
M

(j−1)
n ≤|k|,|s|<M(j)

n

c
(n,j)
k,s ei(kx+sy), M

(0)
1 = 1 , (2.2)

Q(j)
n (x, y) =

∑
M

(j−1)
n ≤|k|,|s|<M(j)

n

δ
(n,j)
k,s c

(n,j)
k,s ei(kx+sy), n = 1, 2, . (2.3)

M
(0)
1 < M

(1)
1 < .. < M

(λn−1)
n−1 = M (0)

n < M (1)
n < .. < M (λn)

n = M
(0)
n+1 < M

(1)
n+1 . . . ,

(2.4)
êîòîðûå äëÿ âñåõ j ∈ [1, λn] óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

λn = 4n
(
M (1)

n

)2
, n = 1, 2, ., (2.5)

δ
(n,j)
k,s = ±1, M (j−1)

n ≤ |k|, |s| < M (j)
n , 1 ≤ j ≤ λn , n = 1, 2, ., (2.6)∫∫

T 2

|H(j)
n (x, y)|dxdy < 2−3(n+j), 1 ≤ j ≤ λn, n = 1, 2, ., (2.7)

∫∫
T 2

∣∣∣∣∣fn(x, y)−
n∑
k=1

(
λk∑
j=2

H
(j)
k (x, y) +Q

(1)
k (x, y)

)∣∣∣∣∣
p

dxdy <
1

23(n+2)
, (2.8)

ßñíî, ÷òî (ñì (2.7))

∞∑
n=1

λn∑
j=1

∫∫
T 2

∣∣H(j)
n (x, y)

∣∣ dxdy
 <

∞∑
n=1

2−n. (2.9)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ u(x, y) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë {ck,s} ñëåäóþùèì
îáðàçîì

u(x, y) =
∞∑
n=1

(
λn∑
j=1

H(j)
n (x, y)

)
=

∞∑
k,s=−∞

ck,se
i(kx+sy), (2.10)

ãäå

ck,s =

{
c

(n,j)
k,s , M

(j−1)
n ≤ |k|, |s| < M

(j)
n , 1 ≤ j ≤ λn , n = 1, 2..,

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷èÿõ.
(2.11)
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Îòñþäà è èç (2.7) è (2.9)−(2.11) ïîëó÷èì

u ∈ L1 (T 2), lim
n→∞

∫∫
T 2

∣∣∣∣∣∣
∑

0≤|k|,|s|<M(λn)
n

ck,se
i(kx+sy) − u(x, y)

∣∣∣∣∣∣ dx dy =

= lim
n→∞

∫∫
T 2

∣∣∣∣∣
∞∑

m=n+1

(
λm∑
j=1

H(j)
m (x, y)

)∣∣∣∣∣ dx dy = 0,

ñëåäîâàòåëüíî (ñì. (3) è (2.11) )

ck,s = ûk,s, (k, s) ∈ Z2 , (2.12)

è

Λ(u) ⊆ {(k, s) ∈ Z2; M (j−1)
n ≤ |k|, |s| < M (j)

n , 1 ≤ j ≤ λn , n = 1, 2, ., ...} =

= {(k, s) ∈ Z2 ; (|k|, |s|) ∈
∞⋃
n=1

(
λn⋃
j=1

[M (j−1)
n ,M (j)

n ]2

)
} (2.13)

Ïîëîæèì

δk,s =

{
1, (|k|, |s|) ∈ (Z2�Λ(u))

⋃(⋃∞
n=1

(⋃λn
j=2 [M

(j−1)
n ,M

(j)
n )2

))
δ

(n,1)
k,s , M

(0)
n ≤ |k|, |s| < M

(1)
n , n = 1, 2, .... ,

(2.14)

Ω(u) = {(k, s) ∈ Λ(u) = spec(u), δk,s = 1} (2.15)

δk,s = δ
(n,1)
k,s : (k, s) ∈ [M (0)

n ,M (1)
n ]2}

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåðàâåíñòâî (ñì. (2.5), (2.6) è (2.13) )

6=
(

Ω(u)
⋂

((−M (λn)
n ,M

(λn)
n ]2)

)
6=
(

Λ(u)
⋂

((−M (λn)
n ,M

(λn)
n )× (−M (λn)

n ,M
(λn)
n ))

) ≥

≥
6=
(

Λ(u)
⋂

((−M (λn)
n ,M

(λn)
n )× (−M (λn)

n ,M
(λn)
n ))

)
−
(

2M
(1)
n

)2

6=
(

Λ(u)
⋂

((−M (λn)
n ,M

(λn)
n )× (−M (λn)

n ,M
(λn)
n ))

) ≥ 1−

(
2M

(1)
n

)2

λn
≥ 1− 1

2n
.

Îòñþäà è èç (4), (2.13) èìååì
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ρ(Ω(u))Λ(u) = sup lim
m→∞,n→∞

6= (Ω(u)
⋂

((−n, n)× (−m,m))

6= (Λ(u)
⋂

((−n, n)× (−m,m)))
= 1. (2.16)

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ðÿä

∞∑
k,s=−∞

δk,sûk,se
i(kx+sy) (2.17)

óíèâåðñàëåí â ïðîñòðàíñòâå Lp(T 2) êàê ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì òàê è ïî ñôåðàì
(ò.å. ôóíêöèÿ u(x, y) ïî÷òè óíèâåðñàëüíà äëÿ êëàññà Lp(T 2), p ∈ (0, 1) êàê ïî
ïðÿìîóãîëüíèêàì òàê è ïî ñôåðàì îòíîñèòåëüíî äâîéíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ñèñòåìû ).
Ïóñòü f(x, y) ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç Lp(T 2). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìîæ-

íî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fnq(x, y)}∞q=1 èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.1)
òàêóþ, ÷òî

lim
q→∞

∫∫
T 2

∣∣fnq(x, y)− f(x, y)
∣∣p dx dy = 0 (2.18)

Îáîçíà÷àÿ, ÷åðåç Nq = M
(1)
nq − 1, èç (2.3) è (2.11)- (2.15) äëÿ âñåõ n,m ≥ Nq

, q ≥ 1 áóäåì èìåòü∑
|k|≤Nq

∑
|s|≤m

δk,sûk,se
i(kx+sy) =

∑
|k|≤n

∑
|s|≤Nq

δk,sûk,se
i(kx+sy) =

=
∑

k2+s2≤R2
q=2(Nq)2

δk,sûk,se
i(kx+sy) =

∑
|k|,|s|≤Nq

δk,sûk,se
i(kx+sy) . (2.19)

∫∫
T 2

∣∣∣∣∣∣
∑

|k|,|s|≤Nq

δk,sûk,se
i(kx+sy) − f(x, y)

∣∣∣∣∣∣
p

dx dy ≤
∫∫
T 2

∣∣fnq(x, y)− f(x, y)
∣∣p dx dy

Â ñèëó (2.2),(2.3), (2.8),(2.11),(2,14),(2,15) è (2.18) èìååì

≤
∫∫
T 2

∣∣∣∣∣fnq(x, y)−
nq∑
k=1

(
λk∑
j=2

H
(j)
k (x, y)(x, y) +Q

(1)
k (x, y)

)∣∣∣∣∣
p

dx dy → 0 , q →∞

(2.20)
Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (1)-(4), (2.16), (2.17), (2.19) è (2.20) ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíê-
öèÿ u(x, y) ïî÷òè óíèâåðñàëüíà äëÿ êëàññà Lp(T 2), p ∈ (0, 1) êàê ïðÿìîóãîëü-
íèêàì òàê è ïî ñôåðàì îòíîñèòåëüíî äâîéíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Òåîðåìà 3( â äâóìåðíîì ñëó÷àå ) äîêàçàíà.
(Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî)
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Çàìå÷àíèå 5. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáóþ èçìåðèìóþ, ïî÷òè âñþ-
äó êîíå÷íóþ ôóíêöèþ ïóòåì èçìåíåíèÿ åå çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâå
ñêîëü óãîäíî ìàëîé ìåðû ìîæíî ïðåâðàòèòü â ïî÷òè óíèâåðñàëüíóþ
ôóíêöèþ äëÿ êëàññîâ Lp[−π, π]2, p ∈ (0, 1) îòíîñèòåëüíî äâîéíîé
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Òåîðåìà 5. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî Eε ⊂
[0, 1] ñ ìåðîé |Eε| > 4π2 − ε òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(T 2)
ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ U ∈ L1(T 2), ñîâïàäàþùóþ ñ f íà Eε è òàêóþ, ÷òî

U (x) ïî÷òè óíèâåðñàëüíà êàê ïðÿìîóãîëüíèêàì òàê è ïî ñôåðàì äëÿ êëàññà
Lp(T 2), p ∈ (0, 1) îòíîñèòåëüíî êðàòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Îñíîâíûì ñðåäñòâîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ( â äâóìåðíîì ñëó÷àå )
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà

Ëåììà 2+ .Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà N0 ∈ N; ε, η, p, β ∈ (0, 1) è ôóíêöèÿ f(x, y) ∈
Lp(T 2), p ∈ (0, 1). Òîãäà ìîæíî íàéòè ïîëèíîìû ïî äâîéíîé òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêîé ñèñòåìå âèäà

H(x, y) =
∑

N0≤|k|,|l|≤N

ck,le
i(kx+ly) =

∑
N0≤|k|≤N

∑
N0≤|l|≤N

ck,le
i(kx+ly),

Q(x, y) =
∑

N0≤|k|,|l|≤N

δk,lck,le
i(kx+ly), δk,l= ±1 , N0 ≤ |k| ≤ N, N0 ≤ |l| ≤ N

èçìåðèìîò ìíîæåñòâî E ⊂ T 2 è ôóíêöèÿ g(x, y) óäîâëåòâîðÿþùèå
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:∫∫

T 2

|H(x, y)|dxdy < η,

∫∫
T2

|f (x , y)−Q(x , y)|
p

dxdy < ε,

��������������������������������������������

++ ∫∫
T 2

|g(x, y)|dxdy < 4

∫∫
T 2

|f(x, y)|dxdy ,

g(x, y) = f(x, y), (x , y) ∈ E ; |E | ≥ 4π2 −β
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Çàìå÷àíèå 5. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íî-
âûé ïîäõîä äëÿ ïîñòðîåíèÿ óíèâåðñàëüíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ : ëþ-
áóþ èçìåðèìóþ, ïî÷òè âñþäó êîíå÷íóþ ôóíêöèþ ïóòåì èçìåíåíèÿ åå çíà÷åíèé
íà íåêîòîðîé ìíîæåñòâå ñêîëü óãîäíî ìàëîé ìåðû ìîæíî ïðåâðàòèòü â òàêóþ
ôóíêöèþ,÷òî ïîñëå âûáîðà ïîäõîäÿùèõ çíàêîâ {δk,s = ±1}∞k=−∞ äëÿ åå êîýô-

ôèöèåíòîâ ìîæíî äîñòè÷ü òîãî, ÷òî
∞∑

k,s=−∞
δk,sûk,se

i(kx+sy) áóäåò óíèâåðñàëüíûì

ðÿäîì â M [−π, π]2 , äàæå â Lp(T 2), p ∈ (0, 1).

Ñ Ï À Ñ È Á Î!

δk,s =

{
1, (|k|, |s|) ∈ (Z2�Λ(u))

⋃(⋃∞
n=1

(⋃λn
j=2 [M

(j−1)
n ,M

(j)
n )2

))
δ

(n,1)
k,s , M

(0)
n ≤ |k|, |s| < M

(1)
n , n = 1, 2, .... ,

(2.14)

Ω(u) = {(k, s) ∈ Λ(u) = spec(u), δk,s = 1} (2.15)

δk,s = δ
(n,1)
k,s : (k, s) ∈ [M (0)

n ,M (1)
n ]2}

λn = 4n
(
M (1)

n

)2
, n = 1, 2, ., (2.5)

M
(0)
n ..±1..M (1)

n �+1-M
(2)
n -+1−M (3)

n �+1�.M
(j−1)
n �+1�M

(j)
n �.+1..−M (λn)

n = M
(0)
n+1−

±1-M (1)
n+1�����

.±.. ± ± ±1,+1½½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½1

â ñìûñëå çíàêîâ.
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ïî÷òè óíèâåðñàëüíà äëÿ êëàññà Lp(T 2), p ∈ (0, 1) êàê ïðÿìîóãîëüíèêàì òàê
è ïî ñôåðàì îòíîñèòåëüíî

ñèñòåìå Óîëøà (èçìåíåííîé ôóíêöèè)îòíîñèòåëüíî ïî ñèñòåìó Óîëøà â ñìûñ-
ëå çíàêîâ
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Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Êîìèòåòà ïî íàóêå ÐÀ
â ðàìêàõ íàó÷íîãî ïðîåêòà ¹ 21AG-1A066

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {Nm}∞m=1

è ôóíêöèÿ U ∈ L1[0, 1) ñî ñõîäÿùèìñÿ ïî÷òè âñþäó íà [0, 1) è ïî L1[0, 1) íîðìå
ðÿäîì Ôóðüå-Óîëøà ñ ìîíîòîííî óáûâàþùèìè êîýôôèöèåíòàìè, òàêèå, ÷òî

à) äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈M [0, 1) ìîæíî íàéòè ÷èñëà (çíàêè) δk = ±1 , k = 1 , 2 , ..,
òàêèå, ÷òî limm→∞

∑Nm
k=0 δkck(U)Wk(x) = f (x) ïî÷òè âñþäó íà [0, 1)

á) ôóíêöèÿ U ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé äëÿ êëàññà M [0, 1) (â ñëó÷àå ñõîäè-
ìîñòüè ïî ìåðå)îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû Óîëøà â ñìûñëå çíàêîâ.

Çàìå÷àíèå 2. Òåîðåìà 2 îêîí÷àòåëüíà ñëåäóþùåì ñìûñëå: â òåîðåìå 2
âìåñòî ïîäìíîæåñòâà { Nm}∞m=1 íåëüçÿ âçÿòü m, ïîñêîëüêó èçâåñòíî (ñì. [25]),
÷òî ðÿäû Óîëøà íå ñõîäÿòñÿ ê ∞ íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Çíà-
÷èò, íå âîçìîæíî ïîñòðèòü ôóíêöèþ U ∈ L1[0, 1] óíèâåðñàëüíóþ äëÿ êëàññà
M [0, 1) îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû Óîëøà â ñìûñëå çíàêîâ â ñëó÷àå ñõîäèìîñòüè
ïî÷òè âñþäó (à äëÿ äëÿ êëàññà L0[0, 1) - âîçìîæíî ñì. [7]). Îäíàêî, ìîæíî ïî-
ñòðèòü ôóíêöèþ U ∈ L1[0, 1] óíèâåðñàëüíóþ äëÿ êëàññà M [0, 1) îòíîñèòåëüíî
ñèñòåìû Óîëøà â ñìûñëå çíàêîâ â ñëó÷àå ñõîäèìîñòüè ïî ìåðå.
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Â äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ôóíêöèé (óíèâåðñàëü-
íûõ ôóíêöèé), ðÿäû Ôóðüå êîòîðûõ â òîì èëè èíîì ñìûñëå óíèâåðñàëüíû

â êëàññàõ Lp[−π, π] , Lp[−π, π]2, p ∈ (0, 1)

( Å ÃÓ, E-mail: gmarting@ysu.am ) Â ÷àñòíîñòè
Àíàëîãè÷íî ìîæíî äàòü ïðèâåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ è â

ìíîãîìåðíîì ñëó÷àÿõ. Ïóñòü

T d := [−π, π]d; d ∈ N

ñèñòåìû Óîëøà â ñìûñëå çíàêîâ.

Çàìå÷àíèå 4. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2 (ñì. òàêæå äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû 4 ðàáîòû [12] ) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íîâûé ïîäõîä äëÿ ïîñòðîåíèÿ
óíèâåðñàëüíûõ ðÿäîâ îòíîñèòåëüíî ïî ñèñòåìó Óîëøà â ñìûñëå çíàêîâ: ëþ-
áóþ èçìåðèìóþ, ïî÷òè âñþäó êîíå÷íóþ ôóíêöèþ ïóòåì èçìåíåíèÿ åå çíà÷åíèé
íà íåêîòîðîé ìíîæåñòâå ñêîëü óãîäíî ìàëîé ìåðû ìîæíî ïðåâðàòèòü â òàêóþ
ôóíêöèþ, ðÿäà Ôóðüå êîòîðîé ïî ñèñòåìå Óîëøà (èçìåíåííîé ôóíêöèè) áóäåò
óíèâåðñàëüíûì ðÿäîì â M [0, 1] â ñìûñëå çíàêîâ.

Òåì íå ìåíåå ìû ìîæåì ïîñòðèòü ôóíêöèþ U ∈ L1[0, 1]2 óñëîâíî óíèâåð-
ñàëüíóþ äëÿ êëàññà Lp[0, 1]2, p ∈ (0, 1) îòíîñèòåëüíî äâîéíîé òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêîé ñèñòåìû (ñîîòâ.îòíîñèòåëüíî äâîéíîé ñèñòåìû Óîëøà).

Òî÷íåå ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ U ∈ L1[0, 1]2 è ÷èñëà (çíàêè) δks = ±1 , k = 1 , 2 , ..,
òàêèå, ÷òî ïðÿìîóãîëüíûå èëè ñôåðè÷åñêèå ÷àñòè÷íûå ñóììû äâîéíîãî ðÿäà∑∞

ks=−∞ δk,sck,s(U)ei2πkxei2πsy áûëè áû ïëîòíûìè â Lp[0, 1]2, p ∈ (0, 1) ), (çäåñü
ck,s(U)−êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïî äâîéíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå).Àíàëîãè÷íîå
óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ äâîéíîé ñèñòåìå Óîëøà.

Òåîðåìà 4. Ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ U ∈ L1[−π, π)2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà-
êîâ {εk = ±1}∞k=−∞ òàêèå, ÷òî ðÿä

∑∞
k=−∞ εkck(U)eikx -óíèâåðñàëåí â Lp[−π, π)2, p ∈

(0, 1) â ñìûñëå ïåðåñòàíîâîê.
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