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Ëèíåéíûå ïðîãðàììû

ËÏ ñòàíäàðòíîãî âèäà

min
x≥0

⟨c , x⟩ : Ax = b

x ∈ V ≃ Rn, b ∈ U ≃ Rm, A : V → U ëèíåéíûé îïåðàòîð,

c ∈ V ∗

ñòðîêè A è c ëèíåéíî íåçàâèñèìû, 0 < m < n

äâîéñòâåííàÿ ËÏ

max
y∈U∗,s≥0

⟨b, y⟩ : s + AT y = c

s ∈ V ∗, AT : U∗ → V ∗ � ñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Àôôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà

îïðåäåëèì

AP = {x | Ax = b} ⊂ V

AD = {s | ∃ y ∈ U∗ : s + AT y = c} ⊂ V ∗

dim AP = n −m, dim AD = m

AP ,AD îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó

x äîïóñòèìî ⇔ x ∈ Rn
+ ∩ AP

s äîïóñòèìî ⇔ s ∈ Rn
+ ∩ AD

s, y îïðåäåëÿþò äðóã äðóãà ïðè óñëîâèè s ∈ AD

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè

ïàðà (x , s) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì, åñëè

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

x ≥ 0, s ≥ 0, x ∈ AP , s ∈ AD , ⟨x , s⟩ = 0

óñëîâèå äîïîëíÿþùåé íåæ¼ñòêîñòè ⟨x , s⟩ = 0 ìîæíî òàêæå

çàïèñàòü â âèäå

xi si = 0 ∀ i = 1, . . . , n

òàê êàê â îïòèìàëüíîé òî÷êå âñå ïðîèçâåäåíèÿ xi si
íåîòðèöàòåëüíû

ñêàëÿðíîå óñëîâèå xi si = 0 ìîæíî ñâåñòè ê

xi = 0 èëè si = 0

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Ìåòîäû ðåøåíèÿ ËÏ

ïîëó÷àåì 5 óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè

x ≥ 0, s ≥ 0, x ∈ AP , s ∈ AD , xi si = 0 ∀ i

ðàçíûå ìåòîäû ãåíåðèðóþò èòåðàöèè, êîòîðûå âñåãäà

óäîâëåòâîðÿþò ÷àñòè óñëîâèé, è ïî õîäó àëãîðèòìà

ïðèáëèæàþòñÿ ê óäîâëåòâîðåíèþ îñòàëüíûõ

ìåòîäû àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé: âñåãäà óäîâëåòâîðÿþò

x ∈ AP , s ∈ AD , xi si = 0 ∀ i

(ïðÿìî-äâîéñòâåííûå) ìåòîäû âíóòðåííåé òî÷êè: âñåãäà

óäîâëåòâîðÿþò x > 0, s > 0

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Ìåòîäû ðåøåíèÿ ËÏ

óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, ïîääåðæèâàþùèåñÿ ðàçíûìè ìåòîäàìè

ïðÿìîé äâîéñò- (äîïóñòèìàÿ) íåäîïóñòèìàÿ

ñèìïëåêñ âåííûé âíóòðåííÿÿ âíóòðåííÿÿ

ñèìïëåêñ òî÷êà òî÷êà

x ≥ 0 ∨ � ∨ ∨
s ≥ 0 � ∨ ∨ ∨
x ∈ AP ∨ ∨ ∨ �

s ∈ AD ∨ ∨ ∨ �

xi si = 0 ∨ ∨ � �

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Êîìáèíàòîðíûé õàðàêòåð ìåòîäà àêòèâíûõ îãð.

÷òîáû îïðåäåëèòü x , â äîïîëíåíèå ê x ∈ AP íóæíî n −m
íåçàâèñèìûõ óñëîâèé

÷òîáû îïðåäåëèòü s, â äîïîëíåíèå ê s ∈ AD íóæíî m
íåçàâèñèìûõ óñëîâèé

óñëîâèå xi si = 0 äà¼ò îäíî ëèíåéíîå óñëîâèå äëÿ êàæäîãî

i = 1, . . . , n

÷òîáû îïðåäåëèòü ðåøåíèå, íóæíî ïîëîæèòü xi = 0 äëÿ n −m
èíäåêñîâ i è si = 0 äëÿ îñòàâøèõñÿ m èíäåêñîâ i

ïåðâûå � íåáàçîâûå, âòîðûå � áàçîâûå

ïîíÿòü, êàêîé íàáîð ñîîòâåòñòâóåò îïòèìóìó, ÿâëÿåòñÿ

êîìáèíàòîðíîé çàäà÷åé

îïòèìóì ìîæíî âîññòàíîâèòü òî÷íî, ðåøèâ ëèíåéíóþ ñèñòåìó

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Ðåçþìå

ñèìïëåêñ-ìåòîä

⊕ êîíå÷íîå êîë-âî øàãîâ

⊕ ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå

⊖ íàêàïëèâàåò îøèáêè

⊖ â òåîðèè íå ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè

ìåòîä âðóòðåííåé òî÷êè

⊕ íå íàêàïëèâàåò îøèáêè

⊕ èìååò ïîëèíîìèàëüíóþ ñëîæíîñòü

⊖ ïîëó÷àåò ðåøåíèå òîëüêî â ïðåäåëå
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Êîíóñû

Îïðåäåëåíèå

Êîíóñ K ⊂ V ≃ Rn íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì åñëè îí âûïóêëûé,

çàìêíóòûé, èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü è íå ñîäåðæèò

ïðÿìûõ.

Îïðåäåëåíèå

Äâîéñòâåííûé ê K ⊂ V êîíóñ, îáîçíà÷àåìûé K ∗, îïðåäåë¼í
ïîñðåäñòâîì K ∗ = {s ∈ V ∗ | ⟨x , s⟩ ≥ 0 ∀ x ∈ K}.

åñëè K � ðåãóëÿðíûé êîíóñ, òî K ∗ � òîæå ðåãóëÿðíûé, è

(K ∗)∗ = K

åñëè K1 ⊂ K2, òî K ∗
2 ⊂ K ∗

1

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Îðòîãîíàëüíîñòü â ïðîèçâåäåíèÿõ

ïóñòü K =
∏l

j=1 Kj ⊂ V =
∏l

j=1 Vj � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

ðåãóëÿðíûõ êîíóñîâ

òîãäà V ∗ =
∏l

j=1 V
∗
j , è äëÿ x = (x1, . . . , xl) ∈ V ,

s = (s1, . . . , sl) ∈ V ∗ èìååì

⟨x , s⟩ =
n∑

j=1

⟨xj , sj⟩

îòñþäà ïîëó÷àåì K ∗ =
∏n

j=1 K
∗
j

óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ⟨x , s⟩ = 0 äëÿ ïàðû (x , s) ∈ K × K ∗

âëå÷¼ò çà ñîáîé

⟨xj , sj⟩ = 0 ∀ j = 1, . . . , l

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Êîíè÷åñêèå ïðîãðàììû

êîíè÷åñêàÿ ïðîãðàììà íàä K èìååò âèä

min
x∈K

⟨c , x⟩ : Ax = b

x ∈ V ≃ Rn, b ∈ U ≃ Rm, A : V → U ëèíåéíûé îïåðàòîð,

c ∈ V ∗

ñòðîêè A è c ëèíåéíî íåçàâèñèìû, 0 < m < n

äâîéñòâåííàÿ ïðîãðàììà îïðåäåëåíà íàä K ∗:

max
y∈U∗,s∈K∗

⟨b, y⟩ : s + AT y = c

s ∈ V ∗, AT : U∗ → V ∗ � ñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð

â ñëó÷àå K = Rn
+ ïîëó÷àåì ËÏ

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè

îïðåäåëèì àôôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà AP , AD êàê ïðåæäå

ïàðà (x , s) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì, åñëè

x ∈ K , s ∈ K ∗, x ∈ AP , s ∈ AD , ⟨x , s⟩ = 0

óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ⟨x , s⟩ = 0 äëÿ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé

K =
∏l

j=1 Kj ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

⟨xj , sj⟩ = 0 ∀ j = 1, . . . , l

óñëîâèÿ ⟨xj , sj⟩ = 0 äàëüøå íå óïðîùàþòñÿ,

êðîìå â ñëó÷àå Kj = R+ (ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà)

⇒ ìåòîäû àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé íåïðèìåíèìû äëÿ

êîíè÷åñêîé çàäà÷è îáùåãî âèäà

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíûå áàðüåðû

Îïðåäåëåíèå (Þ.Å. Íåñòåðîâ, À.Ñ. Íåìèðîâñêèé 1994)

Ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ. Ëîãàðèôìè÷íî

îäíîðîäíûì ñàìîñîãëàñîâàííûì áàðüåðîì íà K íàçûâàåòñÿ

ôóíêöèÿ F : K o → R êëàññà C 3, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

F (αx) = −ν logα+ F (x) (ëîãàðèôìè÷íàÿ îäíîðîäíîñòü)

F ′′(x) ≻ 0 (ëîêàëüíî ñòðîãàÿ âûïóêëîñòü)

limx→∂K F (x) = +∞ (áàðüåðíîå ñâîéñòâî)

|F ′′′(x)[h, h, h]| ≤ 2(F ′′(x)[h, h])3/2 (ñàìîñîãëàñîâàííîñòü)

äëÿ âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ h â êàæäîé òî÷êå x ∈ K o .

Ïàðàìåòð îäíîðîäíîñòè ν íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì áàðüåðà.

ðàñòÿæåíèÿ äåéñòâóþò ïðèáàâëåíèåì êîíñòàíò ê F

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Äâîéñòâåííûé áàðüåð

ïóñòü f : D → R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ

ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

f ∗(s) = sup
x∈D

⟨s, x⟩ − f (x)

Ëåììà (Þ.Å. Íåñòåðîâ, À.Ñ. Íåìèðîâñêèé 1994)

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíîãî áàðüåðà

ñ ïàðàìåòðîì ν íà êîíóñå K ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷íî

îäíîðîäíûì áàðüåðîì ñ òåì æå ïàðàìåòðîì ν íà −K ∗.

äâîéñòâåííûé áàðüåð îïðåäåëèì êàê

F∗(s) = F ∗(−s) = sup
x∈K

(−⟨s, x⟩ − F (x))

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Ýëëèïñîèä Äèêèíà

Ëåììà (Þ.Å. Íåñòåðîâ, À.Ñ. Íåìèðîâñêèé 1994)

Ïóñòü K ⊂ V � ðåãóëÿðíûé êîíóñ, F : K o → R �

ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíûé ñàìîñîãëàñîâàííûé áàðüåð íà K .

Ïóñòü w ∈ K o � ïðîèçâîëüíàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà. Òîãäà

ýëëèïñîèä Äèêèíà

Ew = {x ∈ V | (x − w)TF ′′(w)(x − w) ≤ 1}

ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì K .

òîãäà è ìíîæåñòâî

Kw = {tx ∈ V | x ∈ Ew , t ≥ 0}

êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü êîíóñîì Äèêèíà, ïîäìíîæåñòâî K

ïîëó÷àåì òàêæå K ∗ ⊂ K ∗
w

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Êîíóñ Äèêèíà

êîíóñ Kw ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîèäàëüíûì è çàäà¼òñÿ íåêîé

êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé Q ñ ñèãíàòóðîé (+− · · ·−)

íà ãðàíèöå Kw ïîëèíîì

p(t) = (tx −w)THw (tx −w)− 1 = t2xTHwx − 2txTHww + n− 1

èìååò äâîéíîé êîðåíü

çäåñü Hw = F ′′(w), à wTHww = n ñëåäóåò èç ëîãàðèôìè÷íîé

îäíîðîäíîñòè

îòñþäà ïîëó÷àåì

xT
(
Hwww

THw − (n − 1)Hw

)
x = 0

íà ãðàíèöå, è Q = Hwww
THw − (n − 1)Hw

äâîéñòâåííûé êîíóñ K ∗
w òàêæå ýëëèïñîèäàëüíûé è çàäà¼òñÿ

ôîðìîé (n − 1)Q−1 = wwT − H−1
w

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Ïðèìåð: îðòàíò

íà K = Rn
+ èìååì áàðüåð F (x) = −

∑n
i=1 log xi ñ ãåññèàíîì

F ′′(x) = diag(x−2)

ïóñòü w > 0, â ýòîì ñëó÷àå êîíóñ Äèêèíà èìååò âèä

Kw =
{
x | xT

(
w−1w−T − (n − 1) diag(w−2)

)
x ≥ 0, ⟨x ,w−1⟩ ≥ 0

}
êâàäðèêà, êîòîðàÿ çàäà¼òñÿ ôîðìîé

Q = w−1w−T − (n − 1) diag(w−2), îãðàíè÷èâàåò äâà
ýëëèïñîèäàëüíûõ êîíóñà, èç êîòîðûõ íåðàâåíñòâî ⟨x ,w−1⟩ ≥ 0

âûäåëÿåò îäèí (òîò, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ w)

äâîéñòâåííûé êîíóñ èìååò âèä

K ∗
w =

{
s | sT

(
wwT − diag(w2)

)
s ≥ 0, ⟨s,w⟩ ≥ 0

}

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Ïëàí

ìåòîäû ðåøåíèÿ ËÏ

êîíè÷åñêèå ïðîãðàììû è áàðüåðû

ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè
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Ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè

íàïîìíèì ôîðìóëèðîâêó êîíè÷åñêîé ïðîãðàììû

min
x∈K

⟨c, x⟩ : Ax = b

ïðîáëåìíîå óñëîâèå x ∈ K óñòðàíÿåòñÿ äîáàâëåíèåì

ñàìîñîãëàñîâàííîãî áàðüåðà ê ôóíêöèîíàëó öåíû

min
x

⟨c , x⟩+ µ · F (x) : Ax = b

ìåòîä ïðèáëèçèòåëüíî ðåøàåò áåçóñëîâíóþ çàäà÷ó è

îäíîâðåìåííî ñòðåìèò µ → 0

ñëåäóþùàÿ èòåðàöèÿ âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå ïðîèçâîäíûõ F ′,
F ′′ â 1 � 3 òî÷êàõ (ìåòîä 2-ãî ïîðÿäêà)

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Öåíòðàëüíûé ïóòü

áàðüåð áîëåå ãëàäêèé äàëüøå îò ãðàíèö êîíóñà

äëÿ õîðîøåãî ïîâåäåíèÿ øàãà Íüþòîíà íóæíî äåðæàòüñÿ

áëèæå ê öåíòðó, òàì ãäå çíà÷åíèå áàðüåðà ìåíüøå

(ïðÿìîé) öåíòðàëüíûé ïóòü ñîñòîèò èç ðåøåíèé x ∈ AP

âñïîìîãàòåëüíûõ ïðîáëåì ìèíèìèçàöèè

⟨c , x⟩+ µ · F (x) → min

äëÿ äàííîãî µ òî÷êà õàðàêòåðèçóåòñÿ óñëîâèåì

s = −µ · F ′(x) ∈ AD

òî÷êè s îáðàçóþò äâîéñòâåííûé öåíòðàëüíûé ïóòü

íà öåíòðàëüíîì ïóòè èìååì ⟨x , s⟩ = µ · ν
ïðè µ → 0 ïîëó÷àåì â ïðåäåëå óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Òî÷êà øêàëèðîâêè

ïóñòü (x , s) � ïðèáëèæåíèÿ òî÷åê öåíòðàëüíîãî ïóòè

ìû õîòèì âû÷èñëèòü êîððåêöèè (δx , δs) òàêèå, ÷òî

s + δs = −µ · F ′(x + δx)

ëèíåàðèçàöèåé ïîëó÷àåì

s + δs = −µ ·
(
F ′(x) + Hδx

)
,

ãäå H � àïïðîêñèìàöèÿ Ãåññèàíà F ′′(x)

òåîðèÿ ïðåäïèñûâàåò ïîëîæèòü

µ · H = Hw := F ′′(w)

ãäå w ∈ K o � òî÷êà øêàëèðîâêè ïàðû (x , s)

íà öåíòðàëüíîì ïóòè èìååì w = x/
√
µ

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Ñèñòåìà äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàïðàâëåíèÿ ïîèñêà

âìåñòå ñ óðàâíåíèÿìè

A(x + δx) = b, s + δs + AT (y + δy ) = c

ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó A 0 0

0 I AT

Hw I 0

δx
δs
δy

 =

 b − Ax
c − s − AT y
−s − µF ′(x)


óáèðàÿ δx , δs èç ñèñòåìû, ïîëó÷àåì

AH−1
w AT δy = AH−1

w (µF ′(x) + c − AT y) + b − Ax

ìàòðèöà ñèñòåìû M := AH−1
w AT ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà

ñèñòåìà ðåøàåòñÿ ôàêòîðèçàöèåé M ïî Õîëåöêîìó

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Ïëàí

ìåòîäû ðåøåíèÿ ËÏ

êîíè÷åñêèå ïðîãðàììû è áàðüåðû

ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè

ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è

ãèáðèäíûé ìåòîä

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à

ïóñòü Q � ôîðìà ñèãíàòóðû (+− · · ·−) íà V , à w � òàêîå,

÷òî wTQw > 0

îïðåäåëèì ýëëèïñîèäàëüíûé êîíóñ

K = {x ∈ V | xTQx ≥ 0, xTQw ≥ 0}

ìû õîòèì ðåøèòü êîíè÷åñêóþ ïðîãðàììó

min
x∈K

⟨c , x⟩ : Ax = b

îãðàíè÷åíèå xTQw ≥ 0 ïðèñóòñòâóåò òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû

âûäåëèòü îäèí èç äâóõ êîíóñîâ, çàäàâàåìûõ êâàäðèêîé Q (òîò,

â êîòîðîì ëåæèò w)

ýòî îãðàíè÷åíèå íå àêòèâíî

îãðàíè÷åíèå xTQx ≥ 0 àêòèâíî, ïîñêîëüêó ðåøåíèå ëåæèò íà

ãðàíèöå êîíóñà
Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Ìàòðèöà ëèíåéíîé ñèñòåìû

ââåä¼ì ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà y ∈ U∗, λ > 0

ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä

L = ⟨c , x⟩ − yT (Ax − b)− λ(xTQx)

óñëîâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

c − AT y − 2λQx = 0

ïîëîæèì s = 2λQx (ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è)

òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìó A 0 0

0 I AT

−2λQ I 0

x
s
y

 =

b
c
0


äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû íóæíî îáðàòèòü ìàòðèöó AQ−1AT

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Ðåøåíèå çàäà÷è

ïîëó÷àåì ðåøåíèå

y = (AQ−1AT )−1(AQ−1c − 2λb), s = c − AT y , x =
1

2λ
Q−1s

íåèçâåñòíàÿ λ îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

4λ2xTQx = sTQ−1s = 0

èìååì

s = (I − AT (AQ−1AT )−1AQ−1)c + 2λAT (AQ−1AT )−1b,

îòêóäà ïîëó÷àåì

cT (Q−1−Q−1AT (AQ−1AT )−1AQ−1)c+4λ2bT (AQ−1AT )−1b = 0,

2λ =

√
−cT (Q−1 − Q−1AT (AQ−1AT )−1AQ−1)c

bT (AQ−1AT )−1b

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Ðåøåíèå çàäà÷è

åñëè
cT (Q−1 − Q−1AT (AQ−1AT )−1AQ−1)c

bT (AQ−1AT )−1b
> 0

òî ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò, çàäà÷à íåäîïóñòèìàÿ èëè

íåîãðàíè÷åííàÿ

íî äàæå åñëè

cT (Q−1 − Q−1AT (AQ−1AT )−1AQ−1)c

bT (AQ−1AT )−1b
< 0

òî ïîëó÷èâøååñÿ ðåøåíèå ìîæåò ëåæàòü â êîíóñå −K âìåñòî K

â ýòîì ñëó÷àå òàêæå çàäà÷à íåäîïóñòèìàÿ èëè íåîãðàíè÷åííàÿ

êàêîé ñëó÷àé (íåäîïóñòèìîñòü, íåîãðàíè÷åííîñòü) èìååò ìåñòî,

ñëåäóåò èç ñèãíàòóð ôîðì Q−1 − Q−1AT (AQ−1AT )−1AQ−1,
AQ−1AT è çíàêîâ èõ çíà÷åíèé íà c , b

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



çàäà÷à ñëåâà íåäîïóñòèìà, ñïðàâà íåîãðàíè÷åíà

â öåíòðå: ðåøåíèå ñóùåñòâóåò

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Óñëîâèÿ íà ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ

åñëè AQ−1AT ≺ 0,

cT (Q−1 − Q−1AT (AQ−1AT )−1AQ−1)c < 0, òî çàäà÷à

íåîãðàíè÷åíà (ñïðàâà ñíèçó)

åñëè Q−1 − Q−1AT (AQ−1AT )−1AQ−1) ≺ 0,

bT (AQ−1AT )−1b < 0, òî çàäà÷à íåäîïóñòèìà (ñëåâà

ñâåðõó)

â äðóãèõ ñëó÷àÿõ íóæíî ïðîâåðÿòü, â ïðàâèëüíîì ëè êîíóñå

ëåæèò ðåøåíèå

åñëè íåò, òî â ñëó÷àå AQ−1AT ≺ 0 çàäà÷à íåäîïóñòèìà (ñíèçó

ñëåâà), â ñëó÷àå Q−1 − Q−1AT (AQ−1AT )−1AQ−1) ≺ 0

íåîãðàíè÷åíà (ñâåðõó ñïðàâà)

çäåñü ìû îïóñòèëè ãðàíè÷íûå ñëó÷àè

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Ðåçþìå

âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè

ïîëó÷àåì òàêæå ðåøåíèå s äâîéñòâåííîé çàäà÷è

ñàìûé òðóäî¼ìêèé øàã � ðåøåíèå ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé

AQ−1AT

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Ïëàí

ìåòîäû ðåøåíèÿ ËÏ

êîíè÷åñêèå ïðîãðàììû è áàðüåðû

ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè

ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è

ãèáðèäíûé ìåòîä

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Óñëîâèå êîìïëåìåíòàðíîñòè

ïóñòü K = K ′ × Rl
+, ò.å. â êîíè÷åñêîé ïðîãðàììå ïðèñóòñòâóþò

ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà

òîãäà äëÿ x = (x ′, x1, . . . , xl), s = (s ′, s1, . . . , sl) óñëîâèå
êîìïëåìåíòàðíîñòè ìîæíî çàïèñàòü êàê

⟨x ′, s ′⟩ = 0, xi si = 0 ∀ i = 1, . . . , l

åñòü àëüòåðíàòèâà xi = 0 èëè si = 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , l

Êàêîå èç ýòèõ óñëîâèé èìååò ìåñòî â îïòèìóìå?

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Èäåÿ ìåòîäà

÷òîáû äîêàçàòü si = 0, íóæíî ñâåñòè óñëîâèå xi = 0 ê

ïðîòèâîðå÷èþ

ïóñòü v � âåðõíÿÿ îöåíêà íà îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå çàäà÷è

åãî ìîæíî ïîëó÷èòü

êàê çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà cT x íà äîïóñòèìîé òî÷êå

êàê îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, â

êîòîðîé K çàìåí¼í íà âíóòðåííþþ àïïðîêñèìàöèþ Kw

ïóñòü vi � îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå çàäà÷è

min
x∈Kout

⟨c , x⟩ : Ax = b, xi = 0

ãäå Kout � âíåøíÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ êîíóñà K

òîãäà vi � íèæíÿÿ îöåíêà íà çíà÷åíèå çàäà÷è

min
x∈K

⟨c , x⟩ : Ax = b, xi = 0

åñëè vi > v , òî óñëîâèå xi = 0 íå ìîæåò èìåòü ìåñòî

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



÷òîáû äîêàçàòü xi = 0, íóæíî ñâåñòè óñëîâèå si = 0 ê

ïðîòèâîðå÷èþ

ïóñòü v � íèæíÿÿ îöåíêà íà îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå çàäà÷è

åãî ìîæíî ïîëó÷èòü

êàê çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà bT y íà äîïóñòèìîé òî÷êå

êàê îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, â

êîòîðîé K ∗ çàìåí¼í íà âíóòðåííþþ àïïðîêñèìàöèþ Kw−1

ïóñòü vi � îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå çàäà÷è

max
y ,s∈K∗

inn

⟨b, y⟩ : s + AT y = c, si = 0

ãäå Kinn � âíóòðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ êîíóñà K

òîãäà vi � âåðõíÿÿ îöåíêà íà çíà÷åíèå çàäà÷è

min
y ,s∈K∗

⟨b, y⟩ : s + AT y = c , si = 0

åñëè vi < v , òî óñëîâèå si = 0 íå ìîæåò èìåòü ìåñòî
Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Âûáîð àïïðîêñèìàöèé

ïóñòü w � òî÷êà øêàëèðîâêè â òåêóùåé èòåðàöèè

âíóòðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ Kinn = Kw

âíåøíÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ Kout = K ∗
w−1 , ãäå w−1 := −F ′(w)

â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà Q îòëè÷àåòñÿ íà ìàòðèöó ðàíãà 1 îò

Hw , ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ

ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å ëèáî

ñîâïàäàþò ñ îãðàíè÷åíèÿìè â îñíîâíîé, ëèáî îòëè÷àþòñÿ íà 1

óðàâíåíèå

⇒ ìàòðèöà ñèñòåìû âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å îòëè÷àåòñÿ îò

AH−1
w AT íà ìàòðèöó ðàíãà ≤ 2

ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó Øåðìàíà-Ìîððèñîíà äëÿ

ðåøåíèÿ ñèñòåìû âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å

⇒ ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ìàëî çàòðàòíî ïî

ñðàâíåíèþ ñ îñíîâíûì øàãîì

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Äâîéñòâåííîå ðåøåíèå

ïðÿìàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à

min
x∈Kout

⟨c , x⟩ : Ax = b, xi = 0

äâîéñòâåííàÿ ê íåé

max
y ,λ,s̃∈K∗

out

⟨b, y⟩ : s̃ − λei + AT y = c

èìååì K ∗
out ⊂ K ∗

äâîéñòâåííîå ðåøåíèå s = s̃ − λei âûïîëíÿåò âñå óñëîâèÿ,
êðîìå si ≥ 0

íàîáîðîò, si < 0, èíà÷å íåâîçìîæíî íåðàâåíñòâî vi > v

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Ñîêðàùåíèå ðàçìåðíîñòè

åñëè óñòàíîâëåíî si = 0

óáèðàåì ñòðîêó è ñòîëáåö i ìàòðèöû A, ýëèìèíèðîâàâ
ïåðåìåííóþ xi

äðóãèå ýëåìåíòû x íå ìåíÿþòñÿ

òåêóùåå çíà÷åíèå s çàìåíÿåòñÿ íà âûïóêëóþ êîìáèíàöèþ s
ñ ðåøåíèåì äâîéñòâåííîé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, òàêóþ

÷òî si = 0

àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå xi = 0

ìîæíî óáèðàòü íåñêîëüêî ïàð (xi , si ) îäíîâðåìåííî
òîãäà âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå äâîéñòâåííûå

ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷

îáíîâëåíèå óëó÷øàåò çàçîðû ïî îãðàíè÷åíèÿì è ïî

ôóíêöèîíàëó

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Ïðèìåíèìîñòü / ñëîæíîñòü

ìåòîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ ëþáîé êîíè÷åñêîé

ïðîãðàììû ñ ëèíåéíûìè íåðàâåíñòâàìè

ìîæíî ïîëîæèòü â îñíîâó ëþáîé âàðèàíò ìåòîäà

âíóòðåííåé òî÷êè (äîïóñòèìûé èëè íåäîïóñòèìûé)

ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ çàíèìàåò ìàëóþ äîëþ

âðåìåíè, åñëè íå ïðîâåðÿòü âñå ïàðû ïåðåìåííûõ (xi , si )

ñî âðåìåíåì ðàçìåðíîñòü óìåíüøàåòñÿ è ìåòîä óñêîðÿåòñÿ,

òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè ýëëèïñîèäàëüíûìè êîíóñàìè

òàêæå óëó÷øàåòñÿ

ËÏ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ðåøàåòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî

èòåðàöèé � âñå óðàâíåíèÿ xi si = 0 ðàçðåøàþòñÿ

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä



Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ãèáðèäíûé ìåòîä


