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В прошлой серии...

Динамика в собственном базисе 𝐻 =
∑︀𝑁

𝑖=1 𝜀𝑖|𝑖⟩⟨𝑖|

𝜌(𝑡) = 𝑒−𝑖𝐻𝑡𝜌(0)𝑒𝑖𝐻𝑡 =⎛⎜⎜⎜⎝
𝜌11 𝜌12𝑒

−𝑖(𝜀1−𝜀2)𝑡 · · · 𝜌1𝑛𝑒
−𝑖(𝜀1−𝜀𝑛)𝑡

𝜌21𝑒
−𝑖(𝜀2−𝜀1)𝑡 𝜌22 · · · 𝜌2𝑛𝑒

−𝑖(𝜀2−𝜀𝑛)𝑡

...
...

. . .
...

𝜌𝑛1𝑒
−𝑖(𝜀𝑛−𝜀1)𝑡 𝜌𝑛2𝑒

−𝑖(𝜀𝑛−𝜀2)𝑡 · · · 𝜌𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
̸=⎛⎜⎜⎜⎝

𝜌11 0 · · · 0
0 𝜌22 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 𝜌𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
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Уравнение Горини – Коссаковского – Сударшана –
Линдблада

В форме Линдблада:

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑡 = −𝑖[𝐻, 𝜌𝑡] +

∑︁
𝑗

(︂
𝐶𝑗𝜌𝑡𝐶

†
𝑗 −

1

2
𝐶†
𝑗𝐶𝑗𝜌𝑡 −

1

2
𝜌𝑡𝐶

†
𝑗𝐶𝑗

)︂
⏟  ⏞  

=𝒟(𝜌𝑡) — Диссипатор

На самом деле можно показать, что достаточно суммировать
по 𝑗 от 1 до 𝑛2 − 1.
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Уравнение Горини – Коссаковского – Сударшана –
Линдблада

В форме Коссаковского:

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑡 = −𝑖[𝐻, 𝜌𝑡] +

𝑛2−1∑︁
𝑖=1,𝑘=1

𝑎𝑖𝑘

(︁
[𝐹𝑖, 𝜌𝑡𝐹

†
𝑘 ] + [𝐹𝑖𝜌𝑡, 𝐹

†
𝑘 ]
)︁
, (1)

где матрица 𝑎 = 𝑎† ⩾ 0.

Упражнение. Показать, что две эти формы эквивалентны.
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Помогает ли нам уравнение ГКСЛ описать
декогерентность и перенос?

Пусть 𝐶𝑖𝑗 =
√
𝛾𝑖𝑗 |𝑖⟩⟨𝑗|, 𝛾𝑖𝑗 ⩾ 0

𝒟(𝜌) =
∑︁
𝑖𝑗

𝛾𝑖𝑗

(︂
|𝑖⟩⟨𝑗|𝜌|𝑗⟩⟨𝑖| − 1

2
|𝑗⟩⟨𝑗|𝜌− 1

2
𝜌|𝑗⟩⟨𝑗|

)︂

𝐻 =
∑︁
𝑖

𝜀𝑖|𝑖⟩⟨𝑖|

Такого вида генераторы ГКСЛ получаются в пределе слабой
связи в случае общего положения.

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 3 Теретёнков Александр



Помогает ли нам уравнение ГКСЛ описать
декогерентность и перенос?

⟨𝑘|[𝐻, 𝜌]|𝑚⟩ =
∑︁
𝑖

𝜀𝑖⟨𝑘|[|𝑖⟩⟨𝑖|, 𝜌]|𝑚⟩ =

=
∑︁
𝑖

𝜀𝑖(𝛿𝑖𝑘𝜌𝑖𝑚 − 𝛿𝑖𝑚𝜌𝑘𝑖) = (𝜀𝑘 − 𝜀𝑚)𝜌𝑘𝑚
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Помогает ли нам уравнение ГКСЛ описать
декогерентность и перенос?

⟨𝑘|𝒟(𝜌)|𝑚⟩ =
∑︁
𝑖𝑗

𝛾𝑖𝑗⟨𝑘|
(︂
|𝑖⟩⟨𝑗|𝜌|𝑗⟩⟨𝑖| − 1

2
|𝑗⟩⟨𝑗|𝜌− 1

2
𝜌|𝑗⟩⟨𝑗|

)︂
|𝑚⟩ =

=
∑︁
𝑖𝑗

𝛾𝑖𝑗

(︂
𝛿𝑖𝑘𝜌𝑗𝑗𝛿𝑖𝑚 − 1

2
𝛿𝑘𝑗𝜌𝑗𝑚 − 1

2
𝜌𝑘𝑗𝛿𝑗𝑚

)︂

𝑘 ̸= 𝑚

⟨𝑘|𝒟(𝜌)|𝑚⟩ = −1

2

∑︁
𝑖

(𝛾𝑖𝑘 + 𝛾𝑖𝑚) 𝜌𝑘𝑚

𝑘 = 𝑚

⟨𝑘|𝒟(𝜌)|𝑘⟩ =
∑︁
𝑗

𝛾𝑘𝑗𝜌𝑗𝑗 −

(︃∑︁
𝑖

𝛾𝑖𝑘

)︃
𝜌𝑘𝑘
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Помогает ли нам уравнение ГКСЛ описать
декогерентность и перенос?

⟨𝑘|𝒟(𝜌)|𝑚⟩ =
∑︁
𝑖𝑗

𝛾𝑖𝑗⟨𝑘|
(︂
|𝑖⟩⟨𝑗|𝜌|𝑗⟩⟨𝑖| − 1

2
|𝑗⟩⟨𝑗|𝜌− 1

2
𝜌|𝑗⟩⟨𝑗|

)︂
|𝑚⟩ =

=
∑︁
𝑖𝑗

𝛾𝑖𝑗

(︂
𝛿𝑖𝑘𝜌𝑗𝑗𝛿𝑖𝑚 − 1

2
𝛿𝑘𝑗𝜌𝑗𝑚 − 1

2
𝜌𝑘𝑗𝛿𝑗𝑚

)︂
𝑘 ̸= 𝑚

⟨𝑘|𝒟(𝜌)|𝑚⟩ = −1

2

∑︁
𝑖

(𝛾𝑖𝑘 + 𝛾𝑖𝑚) 𝜌𝑘𝑚

𝑘 = 𝑚

⟨𝑘|𝒟(𝜌)|𝑘⟩ =
∑︁
𝑗

𝛾𝑘𝑗𝜌𝑗𝑗 −

(︃∑︁
𝑖

𝛾𝑖𝑘

)︃
𝜌𝑘𝑘
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Помогает ли нам уравнение ГКСЛ описать
декогерентность и перенос?

⟨𝑘|𝒟(𝜌)|𝑚⟩ =
∑︁
𝑖𝑗

𝛾𝑖𝑗⟨𝑘|
(︂
|𝑖⟩⟨𝑗|𝜌|𝑗⟩⟨𝑖| − 1

2
|𝑗⟩⟨𝑗|𝜌− 1

2
𝜌|𝑗⟩⟨𝑗|

)︂
|𝑚⟩ =

=
∑︁
𝑖𝑗

𝛾𝑖𝑗

(︂
𝛿𝑖𝑘𝜌𝑗𝑗𝛿𝑖𝑚 − 1

2
𝛿𝑘𝑗𝜌𝑗𝑚 − 1

2
𝜌𝑘𝑗𝛿𝑗𝑚

)︂
𝑘 ̸= 𝑚

⟨𝑘|𝒟(𝜌)|𝑚⟩ = −1

2

∑︁
𝑖

(𝛾𝑖𝑘 + 𝛾𝑖𝑚) 𝜌𝑘𝑚

𝑘 = 𝑚

⟨𝑘|𝒟(𝜌)|𝑘⟩ =
∑︁
𝑗

𝛾𝑘𝑗𝜌𝑗𝑗 −

(︃∑︁
𝑖

𝛾𝑖𝑘

)︃
𝜌𝑘𝑘
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Помогает ли нам уравнение ГКСЛ описать
декогерентность и перенос?

В результате получаем уравнение Паули для населённостей

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑘𝑘 =

∑︁
𝑗

𝛾𝑘𝑗𝜌𝑗𝑗 −

(︃∑︁
𝑖

𝛾𝑖𝑘

)︃
𝜌𝑘𝑘

и динамику когерентностей

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑘𝑚 =

(︃
−𝑖(𝜀𝑘 − 𝜀𝑚)− 1

2

∑︁
𝑖

(𝛾𝑖𝑘 + 𝛾𝑖𝑚)

)︃
𝜌𝑘𝑚

Таким образом, мы получили возможность описывать как
перенос, так и декогерентность.
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Декогерентность и спектроскопия

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑘𝑚 =

(︃
−𝑖(𝜀𝑘 − 𝜀𝑚)− 1

2

∑︁
𝑖

(𝛾𝑖𝑘 + 𝛾𝑖𝑚)

)︃
𝜌𝑘𝑚

Обозначим, 𝜔𝑘𝑚 = 𝜀𝑚 − 𝜀𝑘, 1
2

∑︀
𝑖 (𝛾𝑖𝑘 + 𝛾𝑖𝑚) = Γ𝑘𝑚. Тогда

решение имеет вид

𝜌𝑘𝑚(𝑡) = 𝑒−(Γ𝑘𝑚−𝑖𝜔𝑘𝑚)𝑡𝜌𝑘𝑚(0)
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Декогерентность и спектроскопия

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑘𝑚 =

(︃
−𝑖(𝜀𝑘 − 𝜀𝑚)− 1

2

∑︁
𝑖

(𝛾𝑖𝑘 + 𝛾𝑖𝑚)

)︃
𝜌𝑘𝑚

Обозначим, 𝜔𝑘𝑚 = 𝜀𝑘 − 𝜀𝑚, 1
2

∑︀
𝑖 (𝛾𝑖𝑘 + 𝛾𝑖𝑚) = Γ𝑘𝑚. Тогда

решение имеет вид

𝜌𝑘𝑚(𝑡) = 𝑒−(Γ𝑘𝑚−𝑖𝜔𝑘𝑚)𝑡𝜌𝑘𝑚(0)
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Декогерентность и спектроскопия

𝑁 -уровненвая система обычно получается аппроксимациями из
непрерывной, тогда оператора дипольного момента 𝑒𝑥 и

𝑑𝑘𝑚 =

∫︁
𝑒𝜑𝑘(𝑥)

*𝑥𝜑𝑚(𝑥)𝑑𝑥

Если оператор пространственной чётности коммутирует с
гамильтонианом системы, то 𝜑𝑖(𝑥) имеют фиксированную
чётность и

𝑑𝑘𝑘 = 0
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Декогерентность и спектроскопия

⟨𝑑(𝑡)⟩ = Tr 𝑑𝜌(𝑡) =
∑︁
𝑚𝑘

𝑑𝑚𝑘𝜌𝑘𝑚(𝑡) =
∑︁
𝑚̸=𝑘

𝑑𝑚𝑘𝑒
−(Γ𝑘𝑚−𝑖𝜔𝑘𝑚)𝑡𝜌𝑘𝑚(0), 𝑡 > 0

𝜌(−𝑡) = (𝑒ℒ𝑡(𝜌(0))𝑇 )𝑇

𝜌𝑘𝑚(−𝑡) = 𝑒−(Γ𝑘𝑚+𝑖𝜔𝑘𝑚)𝑡𝜌𝑘𝑚(0)

⟨𝑑(−𝑡)⟩ =
∑︁
𝑚 ̸=𝑘

𝑒−(Γ𝑘𝑚+𝑖𝜔𝑘𝑚)𝑡𝑑𝑚𝑘𝜌𝑘𝑚(0)
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Декогерентность и спектроскопия

⟨𝑑(𝜔)⟩ =
∫︁ +∞

−∞
𝑒−𝑖𝜔𝑡⟨𝑑(𝑡)⟩𝑑𝑡−?
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Декогерентность и спектроскопия

⟨𝑑(𝜔)⟩ =
∫︁ +∞

−∞
𝑒−𝑖𝜔𝑡⟨𝑑(𝑡)⟩𝑑𝑡 =

=

∫︁ +∞

0
𝑑𝑡𝑒−𝑖𝜔𝑡

∑︁
𝑚 ̸=𝑘

𝑑𝑚𝑘𝑒
−(Γ𝑘𝑚−𝑖𝜔𝑘𝑚)𝑡𝜌𝑘𝑚(0)+

+

∫︁ +∞

0
𝑑𝑡𝑒𝑖𝜔𝑡

∑︁
𝑚 ̸=𝑘

𝑑𝑚𝑘𝑒
−(Γ𝑘𝑚+𝑖𝜔𝑘𝑚)𝑡𝜌𝑘𝑚(0) =

=
∑︁
𝑚̸=𝑘

2Γ𝑘𝑚

(𝜔 − 𝜔𝑘𝑚)2 + Γ2
𝑘𝑚

𝑑𝑚𝑘𝜌𝑘𝑚(0)

— Лоренцевское (однородное) уширение спектра.
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Очевидные ”хорошие” свойства ГКСЛ генератора

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑡 = ℒ(𝜌𝑡)

ℒ(𝜌) ≡ −𝑖[𝐻, 𝜌] +
∑︁
𝑗

(︂
𝐶𝑗𝜌𝐶

†
𝑗 −

1

2
𝐶†
𝑗𝐶𝑗𝜌−

1

2
𝜌𝐶†

𝑗𝐶𝑗

)︂

1 ℒ(𝑋†) = (ℒ(𝑋))†.
2 Trℒ(𝜌) = 0.
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ГКСЛ и некоммутативные диффузионные уравнения

Генератор типа классической диффузии: 𝐶𝑖 = 𝐶†
𝑖

𝐶𝑗𝜌𝐶𝑗 −
1

2
𝐶2
𝑗 𝜌−

1

2
𝜌𝐶2

𝑗 = −1

2
[𝐶𝑗 , [𝐶𝑗 , 𝜌]]

Отметим, что на супероператор 𝜕𝐻 ≡ −𝑖[𝐻, · ] можно смотреть
как на абстрактное дифференцирование на алгебре матриц:
он линеен и выполнено правило Лейбница

𝜕𝐻(𝐴𝐵) = 𝐴𝜕𝐻(𝐵) + 𝜕𝐻(𝐴)𝐵.

𝑑

𝑑𝑡
𝜌 = 𝜕𝐻𝜌+

1

2

∑︁
𝑗

𝜕2
𝐶𝑗
𝜌
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ГКСЛ и некоммутативные диффузионные уравнения

Утверждение. Всякий линейный супероператор Φ
удовлетворяющий

Φ(𝐴𝐵) = 𝐴Φ(𝐵) + Φ(𝐴)𝐵

имеет вид Φ(𝐴) = [𝐻,𝐴].

Упражнение. Спектр [𝐻, · ]? Если 𝐻 =
∑︀

𝑗 𝜀𝑗 |𝑗⟩⟨𝑗|.
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ГКСЛ в представлении Гейзенберга

Матрицы образуют гильбертово пространство относительно
скалярного произведения ⟨⟨𝐴|𝐵⟩⟩ = Tr𝐴†𝐵.
Это позволяет ввести сопряжённые супероператор
относительно такого скалярного произведения по формуле

⟨⟨ℒ*(𝐴)|𝐵⟩⟩ = ⟨⟨𝐴|ℒ(𝐵)⟩⟩

для произвольных матриц 𝐴 и 𝐵.
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ГКСЛ в представлении Гейзенберга

Вычислим сопряжённый супероператор к ℳ = 𝑋 · 𝑌 :

Tr𝐴†ℳ(𝐵) = Tr𝐴†𝑋𝐵𝑌 = Tr𝑌 𝐴†𝑋𝐵 = Tr(𝑋†𝐴𝑌 †)†𝐵

ℳ* = 𝑋† · 𝑌 †
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ГКСЛ в представлении Гейзенберга

Вычислим сопряжённый супероператор к ℳ = 𝑋 · 𝑌 :

Tr𝐴†ℳ(𝐵) = Tr𝐴†𝑋𝐵𝑌 = Tr𝑌 𝐴†𝑋𝐵 = Tr(𝑋†𝐴𝑌 †)†𝐵

ℳ* = 𝑋† · 𝑌 †

Тогда для ГКСЛ-генератора

ℒ(𝜌) = −𝑖[𝐻, 𝜌] +
∑︁
𝑗

(︂
𝐶𝑗𝜌𝐶

†
𝑗 −

1

2
{𝐶†

𝑗𝐶𝑗 , 𝜌}
)︂

ℒ*(𝑋) = 𝑖[𝐻,𝑋] +
∑︁
𝑗

(︂
𝐶†
𝑗𝑋𝐶𝑗 −

1

2
{𝐶†

𝑗𝐶𝑗 , 𝑋}
)︂

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 3 Теретёнков Александр


