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В прошлой серии...

Классическая марковская цепь задаётся

P(𝜉𝑡 = 𝑘|𝜉𝑠 = 𝑚) = (𝑃𝑡−𝑠)𝑘𝑚, 𝑡 ⩾ 𝑠

P(𝜉0 = 𝑚) = (𝑝0)𝑚

Отсюда следует
𝑝𝑡 = 𝑃𝑡𝑝0

(где P(𝜉𝑡 = 𝑚) = (𝑝𝑡)𝑚) и полугпповое свойство

𝑃𝑡𝑃𝑠 = 𝑃𝑡+𝑠,∀𝑡 ⩾, 𝑠 ⩾ 0 𝑃0 = 𝐼
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Корреляционные функции в случае классических
марковских цепей

E𝑥𝜉(𝑡𝑁 ) · · ·𝑥𝜉(0) =

=
∑︁

𝑘𝑁 ,··· ,𝑘0

𝑥𝑘𝑁 (𝑃𝑡𝑁−𝑡𝑁−1)𝑘𝑁 ,𝑘𝑁−1
· · ·𝑥𝑘1(𝑃𝑡1)𝑘1,𝑘0𝑥𝑘0(𝑝0)𝑘0

E𝑥𝜉(𝑡1)𝑥𝜉(0) =
∑︁
𝑘1,𝑘0

𝑥𝑘1(𝑃𝑡1)𝑘1,𝑘0𝑥𝑘0(𝑝0)𝑘0 = 𝑥𝑇𝑃𝑡1(𝑥 ∘ 𝑝0) =

= (𝑥(𝑡1) ∘ 𝑥(0))𝑇 𝑝0 = E(𝑥(𝑡1) ∘ 𝑥(0))𝜉0

E𝑥𝜉(𝑡1)𝑦𝜉(0) = E(𝑥(𝑡1) ∘ 𝑦(0))𝜉0

𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡1) ∘ 𝑦(0) = (𝐿𝑥(𝑡1)) ∘ 𝑦(0)
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Двухвременные корреляционные функции в случае
унитарной динамики

Пусть 𝑈(𝑡) = 𝑒−𝑖𝐻𝑡, тогда

⟨𝑋(𝑡)𝑌 (𝑠)⟩ = Tr𝑋(𝑡)𝑌 (𝑠)𝜌 = Tr𝑈 †(𝑡)𝑋𝑈(𝑡)𝑈 †(𝑠)𝑌 𝑈(𝑠)𝜌 =

= Tr𝑋𝑈(𝑡− 𝑠)𝑌 𝑈(𝑠)𝜌𝑈 †(𝑠)𝑈 †(𝑡− 𝑠) =

= Tr𝑌 𝑈(𝑠− 𝑡)𝑈(𝑡)𝜌𝑈 †(𝑡)𝑋𝑈 †(𝑠− 𝑡)

Φ𝑡 = 𝑈(𝑡) · 𝑈 †(𝑡)

⟨𝑋(𝑡)𝑌 (𝑠)⟩ = TrΦ*
𝑡 (𝑋)Φ*

𝑠(𝑌 )𝜌

⟨𝑋(𝑡)𝑌 (𝑠)⟩ = Tr𝑋Φ𝑡−𝑠(𝑌 Φ𝑠(𝜌))

⟨𝑋(𝑡)𝑌 (𝑠)⟩ = Tr𝑌 Φ𝑠−𝑡(Φ𝑡(𝜌)𝑋)
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Двухвременные корреляционные функции

Чем плох выбор ⟨𝑋(𝑡)𝑌 (𝑠)⟩ = TrΦ*
𝑡 (𝑋)Φ*

𝑠(𝑌 )𝜌?

Вообще говоря, ⟨𝑋(𝑡)𝑌 (𝑡)⟩ = TrΦ*
𝑡 (𝑋)Φ*

𝑡 (𝑌 )𝜌 ̸= ⟨(𝑋𝑌 )(𝑡)⟩.

Более того, в классическом случае, при 𝑡 ⩾ 𝑠

E𝑥𝜉(𝑡)𝑦𝜉(𝑠) =
∑︁
𝑘𝑙𝑚

𝑥𝑘(𝑃𝑡−𝑠)𝑘𝑙𝑦𝑙(𝑃𝑠)𝑙𝑚𝑝𝑚
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Двухвременные корреляционные функции

Чтобы согласовать с классической динамикой при 𝑡 ⩾ 𝑠

E𝑥𝜉(𝑡)𝑦𝜉(𝑠) =
∑︁
𝑘𝑙𝑚

𝑥𝑘(𝑃𝑡−𝑠)𝑘𝑙𝑦𝑙(𝑃𝑠)𝑙𝑚𝑝𝑚

нужно выбрать

⟨𝑋(𝑡)𝑌 (𝑠)⟩ = Tr𝑋Φ𝑡−𝑠(𝑌 Φ𝑠(𝜌)), 𝑡 ⩾ 𝑠

Аналогично, при 𝑡 ⩽ 𝑠

E𝑥𝜉(𝑡)𝑦𝜉(𝑠) =
∑︁
𝑘𝑙𝑚

𝑦𝑘(𝑃𝑠−𝑡)𝑘𝑙𝑥𝑙(𝑃𝑡)𝑙𝑚𝑝𝑚

поэтому

⟨𝑋(𝑡)𝑌 (𝑠)⟩ = Tr𝑌 Φ𝑠−𝑡(Φ𝑡(𝜌)𝑋), 𝑡 ⩽ 𝑠
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Двухвременные корреляционные функции

Регрессионная формула

⟨𝑋(𝑡)𝑌 (𝑠)⟩ =

{︃
Tr𝑋Φ𝑡−𝑠(𝑌 Φ𝑠(𝜌)), 𝑡 ⩾ 𝑠

Tr𝑌 Φ𝑠−𝑡(Φ𝑡(𝜌)𝑋), 𝑡 ⩽ 𝑠
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Многовременные корреляционные функции

Упорядоченная корреляционная функция: 𝑡𝑁 ⩾ · · · ⩾ 𝑡1 ⩾ 0

⟨𝑋(𝑁)(𝑡𝑁 ) · . . . ·𝑋(0)(0)⟩ = Tr𝑋(𝑁)Φ𝑡𝑁−𝑡𝑁−1(. . . 𝑋
(1)Φ𝑡1(𝑋

(0)𝜌))
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Многовременные корреляционные функции

Обобщённая регрессионная формула: 𝑡𝑁 ⩾ · · · ⩾ 𝑡1 ⩾ 0

⟨𝑌 (0)(0) · · · · · 𝑌 (𝑁)(𝑡𝑁 )𝑋(𝑁)(𝑡𝑁 ) · . . . ·𝑋(0)(0)⟩ =
= Tr𝑋(𝑁)Φ𝑡𝑁−𝑡𝑁−1(. . . 𝑋

(1)Φ𝑡1(𝑋
(0)𝜌𝑌 (0))𝑌 (1) . . .)𝑌 (𝑁)

Вообще говоря обобщённая регрессионная формула определяет
не все корреляционные функции.
Упражнение. Для каких 𝑡 ⩾ 0, 𝑠 ⩾ 0, 𝑟 ⩾ 0 обобщённая
регрессионная формула не позволяет определить
⟨𝑋(𝑡)𝑌 (𝑠)𝑍(𝑟)⟩? (В ответе предполагается неравенство или
набор неравенств для 𝑡, 𝑠, 𝑟.)
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Базовый пример: 2-х уровневая система (q-бит, TLS)

Матрицы Паули
𝜎⃗ = (𝜎𝑥,𝜎𝑦, 𝜎𝑧)

𝜎𝑥 =

(︂
0 1
1 0

)︂
, 𝜎𝑦 =

(︂
0 −𝑖
𝑖 0

)︂
, 𝜎𝑧 =

(︂
1 0
0 −1

)︂
.
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Базовый пример: 2-х уровневая система (q-бит, TLS)

𝜎𝑘𝜎𝑙 = 𝛿𝑘𝑙𝐼 + 𝑖𝜀𝑘𝑙𝑚𝜎𝑚

Tr𝜎𝑘 = 0, Tr𝜎𝑘𝜎𝑙 = 2𝛿𝑘𝑙

Матрицы Паули вместе с единичной матрицей образуют
ортогональный базис относительно следового скалярного
произведения.

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 5 Теретёнков Александр



Базовый пример: 2-х уровневая система (q-бит, TLS)

(⃗𝑎,𝜎⃗)(⃗𝑏,𝜎⃗) = (⃗𝑎,⃗𝑏)𝐼 + 𝑖([⃗𝑎× 𝑏⃗],𝜎⃗)

[(⃗𝑎,𝜎⃗),(⃗𝑏,𝜎⃗)] = 2𝑖([⃗𝑎× 𝑏⃗],𝜎⃗)

Упражнение.

(⃗𝑎,𝜎⃗)(⃗𝑏,𝜎⃗)(𝑐⃗,𝜎⃗) = (𝑑,𝜎⃗) + 𝑖𝑑0𝐼 𝑑−? 𝑑0−?

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 5 Теретёнков Александр



Базовый пример: 2-х уровневая система (q-бит, TLS)

Вектор Блоха (coherence vector)

𝜌 =
1

2
(𝐼 + (𝑣⃗, 𝜎⃗)), |𝑣⃗| ⩽ 1

Состояния |𝑣⃗| = 1 соответствуют чистым состояниям.

Упражнение. Докажите

𝑣⃗ = Tr 𝜌𝜎⃗

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 5 Теретёнков Александр



Базовый пример: 2-х уровневая система (q-бит, TLS)

Вектор Блоха (coherence vector)

𝜌 =
1

2
(𝐼 + (𝑣⃗, 𝜎⃗)), |𝑣⃗| ⩽ 1

Состояния |𝑣⃗| = 1 соответствуют чистым состояниям.
Упражнение. Докажите

𝑣⃗ = Tr 𝜌𝜎⃗
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Унитарная динамика TLS

Гамильтониан общего вида 𝐻 = 1
2(𝜔⃗, 𝜎⃗) (в частности

𝐻 = 1
2𝜔0𝜎𝑧).

𝑑

𝑑𝑡
𝜌 = −𝑖[𝐻, 𝜌]

𝑑

𝑑𝑡

(︂
1

2
(𝐼 + (𝑣⃗, 𝜎⃗))

)︂
= −𝑖

[︂
1

2
(𝜔⃗, 𝜎⃗),

1

2
(𝐼 + (𝑣⃗, 𝜎⃗))

]︂
1

2

(︂
𝑑

𝑑𝑡
𝑣⃗, 𝜎⃗

)︂
= −𝑖

1

4
· 2𝑖([𝜔⃗ × 𝑣⃗],𝜎⃗)

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 5 Теретёнков Александр



Унитарная динамика TLS

Уравнение Блоха
𝑑

𝑑𝑡
𝑣⃗ = [𝜔⃗ × 𝑣⃗]

𝜔⃗ =

⎛⎝ΩRe

ΩIm

𝜔0

⎞⎠
или в матричном виде

𝑑

𝑑𝑡
𝑣⃗ =

⎛⎝ 0 −𝜔0 ΩIm

𝜔0 0 −ΩRe

−ΩIm ΩRe 0

⎞⎠ 𝑣⃗

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 5 Теретёнков Александр


