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Îöåíêà ïðîèçâîäíîé îäíîëèñòíîé ôóíêöèè

Ïóñòü ϕ � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G íà

åäèíè÷íûé êðóã D.

Ãèïîòåçà (Äæ. Áðåííàí, 1978). ϕ′ ∈ Lp(G ) ïðè 4/3 < p < 4, ò.å.∫
G
|ϕ′(z)|p dA(z) <∞, dA(z) =

dxdy

π
, z = x + iy .

K. Ïîììåðåíêå (1985): p < 3, 399; Ä. Áåðòèëüññîí (1999): p < 3, 422;

Õ. Õåäåíìàëüì, Ñ. Øèìîðèí (2005): p < 3, 752.

Âîïðîñ. ×òî áóäåò, åñëè ðàññìîòðåòü íå îäíîëèñòíûå, à n-
ëèñòíûå â îáëàñòè G ôóíêöèè?

Àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ f â îáëàñòè G íàçûâàþò n-ëèñòíîé,
åñëè äëÿ ëþáîãî w ∈ C óðàâíåíèå f (z) = w èìååò â G íå áîëåå

n ðåøåíèé.

×àñòíûì ñëó÷àåì n-ëèñòíûõ ôóíêöèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûå

ôóíêöèè ñòåïåíè n.
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Íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâîäíûõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

Ïóñòü G � êîíå÷íîñâÿçíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, êîìïîíåíòû

ãðàíèöû êîòîðîé � çàìêíóòûå æîðäàíîâû êðèâûå ñ íåïðåðûâ-

íîé êðèâèçíîé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ Ãåëüäåðà, à R � ðà-

öèîíàëüíàÿ ôóíêöèè ñòåïåíè íå âûøå n ñ ïîëþñàìè âíå G .

‖f ‖H∞(G) = supw∈G |f (w)|.

Òåîðåìà (Å. Ï. Äîëæåíêî, 1966). Íàéäåòñÿ êîíñòàíòà C , çàâèñÿ-
ùàÿ îò îáëàñòè G è îò p, òàêàÿ ÷òî∫

G
|R ′(w)|p dA(w) ≤ Cnp−1‖R‖pH∞(G), p ∈ (1, 2],

. ∫
G
|R ′(w)| dA(w) ≤ C log(n + 1)‖R‖H∞(G).

Òî÷íîñòü ïðè 1 < p ≤ 2: R(z) = zn â D. À ïðè p = 1?

Â.Â.Ïåëëåð, Ñ. Ñåììñ, À.À. Ïåêàðñêèé, Â.È.Äàí÷åíêî, Å.Ì.Äûíüêèí.
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Òåîðåìà (Å. Ï. Äîëæåíêî, 1966). Íàéäåòñÿ êîíñòàíòà C , çàâèñÿ-
ùàÿ îò îáëàñòè G è îò p, òàêàÿ ÷òî∫

G
|R ′(w)|p dA(w) ≤ Cnp−1‖R‖pH∞(G), p ∈ (1, 2],

∫
G
|R ′(w)| dA(w) ≤ C log(n + 1)‖R‖H∞(G).

1 Íåðàâåíñòâà Äîëæåíêî ñïðàâåäëèâû äëÿ ïðîèçâîëüíîé

n-ëèñòíîé ôóíêöèè.

2 Óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ãðàíèöû íå íóæíû. Íåðàâåíñòâà

ñïðàâåäëèâû äëÿ îáëàñòåé ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé è

äîïóñêàþò îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé îáëàñòåé ñ ôðàêòàëüíûìè

ãðàíèöàìè.

3 Ïðè p = 1 íåðàâåíñòâî Äîëæåíêî ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî

óëó÷øåíî. Ïðàâèëüíûé (è òî÷íûé) ïîðÿäîê ðîñòà �
√
log n,

à íå log n.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà 1. Ïóñòü p ∈ (1, 2], G � îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îá-

ëàñòü ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé γ, è L = `(γ) � åå äëèíà. Òîãäà
íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà Cp > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîé n-ëèñòíîé
ôóíêöèè R ñòåïåíè n∫

G
|R ′(w)|p dA(w) ≤ CpL

2−pnp−1‖R‖pH∞(G).

Ïðè ýòîì Cp ≤ K
p−1 , ãäå K � íåêîòîðàÿ àáñîëþòíàÿ ÷èñëîâàÿ

êîíñòàíòà.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ àáñîëþòíàÿ ÷èñëîâàÿ êîíñòàíòà

C > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîé n-ëèñòíîé ôóíêöèè R ñòåïåíè n∫
G
|R ′(w)| dA(w) ≤ CL

√
log
(
2 +

diam(G )

L
n
)
‖R‖H∞(G).
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Òî÷íîñòü îöåíêè ïðè p = 1

Ñ.Í. Ìåðãåëÿí (1951): ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ â êðóãå D =
{|z | < 1} ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî

I (f ) :=

∫
D
|f ′(z)| dA(z) =∞.

Ó. Ðóäèí (1955): ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå

B òàêîå, ÷òî I (B) = ∞ è, áîëåå òîãî,
∫ 1

0 |B
′(re iθ)|dr = ∞ äëÿ

ïî÷òè âñåõ θ ∈ [0, 2π].

Äæ. Ïèðàíÿí (1968): êîíêðåòíûé ïðèìåð.

Âîïðîñ. Êàê âåäåò ñåáÿ I (B), åñëè B � êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

Áëÿøêå ïîðÿäêà n?

Êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå: B(z) =
∏n

j=1
z−aj

1−ājz , aj ∈ D.
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Òî÷íîñòü îöåíêè ïðè p = 1

Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ c > 0 òàêàÿ, ÷òî
äëÿ ëþáîãî n ∈ N íàéäåòñÿ ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå B ñòåïåíè n,
äëÿ êîòîðîãî ∫

D
|B ′(z)| dA(z) ≥ c

√
log n.

Å.Ï.Äîëæåíêî (1966):∫
D
|B ′(z)|p dA(z) . np−1, 1 < p ≤ 2.

Â.Â. Ïåëëåð (1982) è Äæ.Àðàçè, Ñ.Ôèøåð, ß. Ïåòðå (1988):∫
D
|B ′(z)|p(1− |z |2)p−2 dA(z) � n, 1 < p <∞.

Ïðèíàäëåæíîñòü ïðîèçâîäíûõ ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå ðàçëè÷íûì

ôóíêöèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâàì, íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâàì Áåðãìàíà

â êðóãå, â òåðìèíàõ èõ íóëåé: Àõåðí, Êëàðê, Ïðîòàñ, Ãèðåëà, Ïåëàýñ,

Àëåìàí, Âóêîòè÷ ...
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Òî÷íîñòü îöåíêè ïðè p = 1

Êëàññ Áëîõà B ñîñòîèò èç àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â D äëÿ êî-

òîðûõ supz∈D(1− |z |2)|f ′(z)| <∞.

Çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà (Í.Ã.Ìàêàðîâ, 1985): äëÿ f ∈ B

lim sup
r→1−

|f (rζ)|√
log 1

1−r log log log
1

1−r

<∞, ï.â. ζ ∈ T.

Ð.Áàíóýëîñ, ×.Ìóð (1991): ñóùåñòâóåò f (z) =
∑∞

k=1 akz
k ∈ B

òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ ζ ∈ T

lim sup
r→1−

|f (rζ)|√
log 1

1−r

<∞, lim inf
r→1−

∑∞
k=1 |ak |2r2k

log 1
1−r

> 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ p = 1

Äëÿ ε > 0 ïîëîæèì

Gε = {w ∈ G : dist (w , γ) > ε},
Hε = {w ∈ G : dist (w , γ) ≤ ε},

dG (w) = dist (w , γ).

Ëåììà 1. S(Hε) ≤ Cε`(γ) è∫
Gε

d−1
G (w) dA(w) ≤ CL log

diam(G )

ε
.
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Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ p = 1

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ H∞(G ) ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî ∫

G
|f ′(w)|2dG (w) dA(w) ≤ CL‖f ‖2

H∞(G),

ãäå C � íåêîòîðàÿ àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà.

Ïóñòü ϕ � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå êðóãà D íà G . Òîãäà íåðà-

âåíñòâî áóäåò ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:∫
D
|g ′(z)|2|ϕ′(z)|(1− |z |2) dA(z) ≤ C‖ϕ′‖H1‖g‖2

H∞(D),

ãäå g = f ◦ ϕ ∈ H∞(D). Ïîëîæèì h = g · (ϕ′)1/2.

Òåîðåìà Ëèòòëâóäà�Ïýëè:∫ 2π

0

(∫ 1

0
(1− r)|h′(re it)|2dr

)1/2

dt ≤ C‖h‖H1 .
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Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ p = 1
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0
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0
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Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ p = 1

Ïóñòü ε = L
n è G = Gε ∪ Hε. Ïîñêîëüêó S(Hε) . Lε = L2/n,

èìååì∫
Hε

|R ′(w)| dA(w) ≤
(∫

Hε

|R ′(w)|2 dA(w)

)1/2

(S(Hε))
1/2

. n1/2‖R‖H∞(G) · Ln−1/2 = L‖R‖H∞(G).

Â òî æå âðåìÿ∫
Gε

|R ′(w)| dA(w) ≤
(∫

G
|R ′(w)|2dG (w) dA(w)

)1/2(∫
Gε

dA(w)

dG (w)

)1/2

≤ L1/2‖R‖H∞(G)

(∫
Gε

d−1
G (w) dA(w)

)1/2

.

Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî∫
Gε

d−1
G (w) dA(w) ≤ CL log

(diam(G )

L
n
)
.
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Îöåíêà â òåðìèíàõ ðàçìåðíîñòè Ìèíêîâñêîãî ãðàíèöû

Äëÿ ε > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç N(ε) íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êðóãîâ
ðàäèóñà ε ñ öåíòðàìè íà γ, íåîáõîäèìîå äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêðûòü

γ, è ïîëîæèì

α = Mdim (γ) = lim sup
ε→0

logN(ε)

log 1
ε

.

α íàçûâàþò ðàçìåðíîñòüþ Ìèíêîâñêîãî ìíîæåñòâà γ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü p ∈ (1, 2], G � îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ

îáëàñòü, γ = ∂G è α = Mdim (γ) ∈ [1, 2]. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

δ > 0 íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà C = C (p, δ) > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîé
n-ëèñòíîé îãðàíè÷åííîé â G ôóíêöèè R âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∫

G
|R ′(w)|p dA(w) ≤ Cn

p−2
α

+1+δ‖R‖pH∞(G).
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Cïåêòð èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ è îöåíêè ñíèçó

Äëÿ ôóíêöèè ϕ, îäíîëècòíîé â D, ïîëîæèì

βϕ(s) := lim sup
r→1

log
∫ 2π

0 |ϕ
′(re it)|sdt

| log(1− r)|
.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ÷èñåë n, òàêèõ ÷òî∫ 2π

0
|ϕ′(re it)|2−pdt ≥ nβϕ(2−p)−ε, r = 1− 1

n
.

Ïóñòü R(w) = (ϕ−1(w))n, ãäå ϕ � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå êðó-

ãà D íà îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü G . Òîãäà∫
G
|R ′(w)|p dA(w) =

∫ 2π

0

∫ 1

0
nprp(n−1)|ϕ′(z)|2−prdrdt

≥
∫ 2π

0

∫ 1−1/(2n)

1−1/n
nprp(n−1)|ϕ′(z)|2−prdrdt ≥ cnβϕ(2−p)+p−1−ε.

À.Ä. Áàðàíîâ Îöåíêè èíòåãðàëîâ n-ëèñòíûõ ôóíêöèé



Cïåêòð èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ è îöåíêè ñíèçó

βϕ(s) := lim sup
r→1

log
∫ 2π

0 |ϕ
′(re it)|sdt

| log(1− r)|
.

Óíèâåðñàëüíûé ñïåêòð èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ â êëàññå îãðàíè-

÷åííûõ îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé:

Bb(s) := sup{βϕ(s) : ϕ îãðàíè÷åíà}.

Ãèïîòåçà Êðàòöåðà: Bb(s) = s2

4 , |s| ≤ 2. Óòâåðæäåíèå, ÷òî

Bb(−2) = 1 ðàâíîñèëüíî ãèïîòåçå Áðåííàíà.

Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü
G è áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë n, òàêèõ ÷òî∫

G
|R ′(w)|p dA(w) ≥ cnBb(2−p)+p−1−ε.

äëÿ íåêîòîðîé n-ëèñòíîé ôóíêöèè R , ‖R‖H∞(G) = 1.
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Cïåêòð èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ è îöåíêè ñíèçó

Ìàêàðîâ, Ïîììåðåíêå (1997):

Bα(t) := sup{βϕ(t) : Mdim(∂ϕ(D)) = α}.
Ïóñòü G = ϕ(D), ãäå ϕ äàåò çíà÷åíèÿ ñïåêòðà, áëèçêèå ê ìàêñè-

ìàëüíîìó, ò.å.∫
G
|R ′(w)|p dA(w) ≥ cnBα(2−p)+p−1−ε

äëÿ íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ n.

Ìàêàðîâ (1998): Bα(1) = α− 1− (α− 1)2 +O((α− 1)3), α→ 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü G è n-ëèñòíàÿ
ôóíêöèÿ R òàêèå, ÷òî∫

G
|R ′(w)| dA(w) ≥ cnα−1−(α−1)2+O((α−1)3)−ε.

Ïîëîæèì ε = δ = (α− 1)3. Íèæíÿÿ îöåíêà ñîâïàäàåò ñ âåðõíåé

îöåíêîé òåîðåìû 4 ïðè p = 1 ñ òî÷íîñòüþ äî (α− 1)3.
À.Ä. Áàðàíîâ Îöåíêè èíòåãðàëîâ n-ëèñòíûõ ôóíêöèé


