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Ñîãëàøåíèÿ

Òåðìèí �ãðóïïà� èñïîëüçóåòñÿ â çíà÷åíèè �êîíå÷íàÿ
ãðóïïà�.

Òåðìèí �ãðàô� èñïîëüçóåòñÿ â çíà÷åíèè �îáûêíîâåííûé
ãðàô� (ò. å. íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç ïåòåëü è
êðàòíûõ ðåáåð).
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Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû

 

 

Îñíîâíîé âîïðîñ. Êàêèå ïàðàìåòðû ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ
�õîðîøèìè�?

Í. Â. Ìàñëîâà Î õàðàêòåðèçàöèè êîíå÷íîé ãðóïïû



Îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü Ω � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç öåëûõ
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

×åðåç π(Ω) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ
äåëèòåëåé ÷èñåë èç Ω.

Ïðèìåð. Åñëè Ω = {2, 15, 21, 35}, òî π(Ω) = {2, 3, 5, 7}.

Ãðàô Γ(Ω), âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà èç
π(Ω) è â êîòîðîì äâå ðàçëè÷íûå âåðøèíû p è q ñìåæíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà pq äåëèò íåêîòîðûé ýëåìåíò
èç Ω, íàçûâàåòñÿ ãðàôîì ïðîñòûõ ÷èñåë ìíîæåñòâà Ω.

Ïðèìåð. Åñëè Ω = {2, 15, 21, 35}, òî Γ(Ω) èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

2 3
5

7
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Îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü G � ãðóïïà.

Ñïåêòð ω(G) � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ïîðÿäêîâ ýëåìåíòîâ
èç G.

Ïðîñòîé ñïåêòð π(G) � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë
èç ω(G) (ýêâèâàëåíòíî, ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ
äåëèòåëåé |G|).
Ãðàô Γ(G) ñî ìíîæåñòâîì âåðøèí π(G), â êîòîðîì äâå
ðàçëè÷íûå âåðøèíû p è q ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà pq ∈ ω(G), íàçûâàåòñÿ ãðàôîì Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ
(êîðîòêî: ãðàôîì Ã.-Ê.) èëè ãðàôîì ïðîñòûõ ÷èñåë
ãðóïïû G.

Î÷åâèäíî, ÷òî Γ(G) = Γ(ω(G)).

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü G � ãðóïïà, p è q � ðàçëè÷íûå
ïðîñòûå ÷èñëà èç π(G). Òîãäà pq ∈ ω(G), åñëè è òîëüêî
åñëè ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû x, y ∈ G òàêèå, ÷òî |x| = p,
|y| = q è xy = yx.
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�Àäðåñíàÿ êíèãà� êîíå÷íûõ ãðóïï

 

Ïðîáëåìà. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Â êàêèõ
ñëó÷àÿõ G (îäíîçíà÷íî) îïðåäåëåíà ñâîèìè
àðèôìåòè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè?
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Ïðèìåðû

Ïðèìåð 1. Íåèçîìîðôíûå ãðóïïû, èìåþùèå ðàâíûå
ñïåêòðû (ðàçíûå �ïåðñîíû�, �æèâóùèå� â îäíîé
�êîìíàòå�):

ω(S5) = ω(S6) = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Ïðèìåð 2. Ãðóïïû, èìåþùèå ðàçíûå ñïåêòðû, íî ðàâíûå
ãðàôû Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ (�ïåðñîíû�, �æèâóùèå� â
ðàçíûõ �êîìíàòàõ�, íî â îäíîé �êâàðòèðå�):

ω(A5) = {1, 2, 3, 5};
ω(A6) = {1, 2, 3, 4, 5};

Γ(A5) = Γ(A6):

2 3 5

Áîëåå òîãî, åñëè ω(G) = ω(A5), òî G ∼= A5 (W. Shi, 1985).
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Ïðèìåðû

Ïðèìåð 3. Ãðóïïû, èìåþùèå ðàâíûå ïðîñòûå ñïåêòðû,
ãðàôû Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ êîòîðûõ èçîìîðôíû, íî íå
ðàâíû (�ïåðñîíû�, �æèâóùèå� â ðàçíûõ �êâàðòèðàõ�, íî
íà îäíîì �ýòàæå�):

Γ(A10):

7 3
5

2

Γ(Aut(J2)):

7 2
5

3
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Ïðèìåðû

Ïðèìåð 4. Ãðóïïû, èìåþùèå ðàçëè÷íûå ïðîñòûå
ñïåêòðû, ãðàôû Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ êîòîðûõ èçîìîðôíû
(�ïåðñîíû�, �æèâóùèå� íà ðàçíûõ �ýòàæàõ�, íî â îäíîì
�äîìå�):

Ïóñòü n = p1p2p3p4p5, ãäå pi � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå
ïðîñòûå ÷èñëà, è G = Cn � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà
ïîðÿäêà n.

π(G) = {p1, p2, p3, p4, p5}.

G àáåëåâà ⇒ pipj ∈ ω(G) äëÿ ëþáûõ i è j.

Γ(G):
p1

p2

p3p4

p5
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Îïðåäåëåíèÿ

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðóïïà G
• ðàñïîçíàâàåìà ïî ñïåêòðó (ïî ãðàôó Ã.�Ê.), åñëè äëÿ
ëþáîé ãðóïïû H ðàâåíñòâî ω(G) = ω(H) (Γ(G) = Γ(H),
ñîîòâåòñòâåííî) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà G ∼= H;
• k-ðàñïîçíàâàåìà ïî ñïåêòðó (ïî ãðàôó Ã.�Ê.), ãäå k �
öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, åñëè ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè
k ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ãðóïï ñ òåì æå ñïåêòðîì
(ãðàôîì Ã.�Ê., ñîîòâåñòñâåííî), ÷òî è G;
• ïî÷òè ðàñïîçíàâàåìà ïî ñïåêòðó (ãðàôó Ã.�Ê.), åñëè îíà
k-ðàñïîçíàâàåìà ïî ñïåêòðó (ãðàôó Ã.�Ê.,
ñîîòâåòñòâåííî) äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî
÷èñëà k;
• íåðàñïîçíàâàåìîé ïî ñïåêòðó (ãðàôó Ã.�Ê.), åñëè
ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ
ãðóïï ñ òåì æå ñïåêòðîì (ãðàôîì Ã.�Ê.,
ñîîòâåòñòâåííî), ÷òî è G.
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Ðàñïîçíàâàåìîñòü ïî ñïåêòðó

Òåîðåìà (Â. Ä. Ìàçóðîâ, W. Shi, 2012). Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ
ãðóïïà. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ
ãðóïï H òàêèõ, ÷òî ω(G) = ω(H);

(2) ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ãðóïïà H ñ íåòðèâèàëüíûì
ðàçðåøèìûì ðàäèêàëîì òàêàÿ, ÷òî ω(G) = ω(H).
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Î êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï

Ãðóïïà G ïðîñòà, åñëè îíà íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ
íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï, ïî÷òè ïðîñòà ñ öîêîëåì S, åñëè

S ∼= Inn(S) �G ≤ Aut(S),

ãäå S � íåàáåëåâà ïðîñòàÿ ãðóïïà.

Êëàññèôèêàöèÿ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï (ÊÊÏÃ) áûëà
àíîíñèðîâàíà â 1980. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé êëàññèôèêàöèåé,
íåàáåëåâû ïðîñòûå ãðóïïû ñîäåðæàòñÿ â ñëåäóþùåì ñïèñêå:

Çíàêîïåðåìåííûå ãðóïïû: An äëÿ n ≥ 5;

Êëàññè÷åñêèå ãðóïïû: PSLn(q) = An−1(q),
PSUn(q) = 2An−1(q), PSp2n(q) = Cn(q), PΩ2n+1(q) = Bn(q),
PΩ+

2n(q) = Dn(q), PΩ−2n(q) = 2Dn(q);

Èñêëþ÷èòåëüíûå ãðóïïû ëèåâà òèïà: E8(q), E7(q), E6(q),
2E6(q),

3D2n(q), F4(q),
2F4(q)

′ (q � ñòåïåíü ÷èñëà 2), G2(q),
2G2(q) (q � ñòåïåíü ÷èñëà 3), 2B2(q) (q � ñòåïåíü ÷èñëà 2);

26 ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïï.
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Ðàñïîçíàâàåìîñòü ïî ñïåêòðó

Òåîðåìà (Ìíîãî àâòîðîâ, â ïðîöåññå...). Ïóñòü L � îäíà èç
ñëåäóþùèõ íåàáåëåâûõ ïðîñòûõ ãðóïï:

(i) ñïîðàäè÷åñêàÿ ãðóïïà, îòëè÷íàÿ îò ãðóïïû J2;

(ii) çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïû An, ãäå n 6∈ {6, 10};
(iii) èñêëþ÷èòåëüíàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà, îòëè÷íàÿ îò 3D4(2);

(iv) êëàññè÷åñêàÿ ãðóïïà äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Òîãäà åñëè G � ãðóïïà òàêàÿ, ÷òî ω(G) = ω(L), òî, ñ
òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, L�G ≤ Aut(L). Â ÷àñòíîñòè,
�ïî÷òè âñå� íåàáåëåâû ïðîñòûå ãðóïïû ïî÷òè ðàñïîçíàâàåìû
ïî ñïåêòðó.

Òåîðåìà (Ìíîãî àâòîðîâ; ôèíàëüíûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí:
À. Â. Âàñèëüåâ, Ì. À. Ãðå÷êîñååâà, Â. Ä. Ìàçóðîâ, 2009).
Ïóñòü G � ïðîñòàÿ ãðóïïà. Åñëè H � ãðóïïà òàêàÿ, ÷òî
ω(H) = ω(G) è |H| = |G|, òî H ∼= G.
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Ðàñïîçíàâàåìîñòü ïî ñïåêòðó

Òåîðåìà (Ìíîãî àâòîðîâ; ôèíàëüíûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí:
È. Á. Ãîðøêîâ, À. Í. Ãðèøêîâ, 2016). Åñëè n 6= 10, òî
ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàåìîñòè ãðóïïû G = Sym(n) ïî ñïåêòðó
ðåøåíà. Áîëåå òîãî, åñëè n > 45, òî ãðóïïà G ðàñïîçíàâàåìà
ïî ñïåêòðó.

Òåîðåìà (Â. Ä. Ìàçóðîâ, 1997). Ãðóïïà Sz(27)× Sz(27)
ðàñïîçíàâàåìà ïî ñïåêòðó.

Òåîðåìà (È. Á. Ãîðøêîâ, Í. Ì., 2021). Ãðóïïà J4 × J4
ðàñïîçíàâàåìà ïî ñïåêòðó.

Òåîðåìà (È. Á. Ãîðøêîâ, 2020+). Åñëè m > 5, òî ãðóïïà

G = PSL2m(2)× PSL2m(2)× PSL2m(2)

ðàñïîçíàâàåìà ïî ñïåêòðó.
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Ðàñïîçíàâàåìîñòü ïî ãðàôó Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ

Òåîðåìà 1 (P. Cameron, Í.Ì., 2022).1 Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ
ãðóïïà. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ
ãðóïï H òàêèõ, ÷òî Γ(G) = Γ(H);

(2) ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ãðóïïà H ñ íåòðèâèàëüíûì
ðàçðåøèìûì ðàäèêàëîì òàêàÿ, ÷òî Γ(G) = Γ(H).

1
Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò 19-71-10067).
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Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1

(2)⇒ (1) ñëåäóåò èç òåîðåìû Ìàçóðîâà-Shi.

(1)⇒ (2). Ïóñòü G � ãðóïïà òàêàÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò
áåñêîíå÷íî ìíîãî ãðóïï H c òðèâèàëüíûì ðàçðåøèìûì
ðàäèêàëîì, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ãðàôîâ
Γ(G) = Γ(H).

Ïîêàçûâàåì, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà H ñî ñâîéñòâîì Γ(G) = Γ(H)
ïî÷òè ïðîñòà.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü π � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå
èç ïðîñòûõ ÷èñåë. Òîãäà ÷èñëî íåàáåëåâûõ ïðîñòûõ ãðóïï S
ñî ñâîéñòâîì π(S) ⊆ π êîíå÷íî è èìååò ìîùíîñòü íå áîëåå
O(|π|3).
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Ðàñïîçíàâàåìîñòü ïî ãðàôó Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ

Òåîðåìà 2 (P. Cameron, Í.Ì., 2022).2 Ïóñòü G � ãðóïïà,
ïî÷òè ðàñïîçíàâàåìàÿ ïî ãðàôó Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ. Òîãäà
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) G ïî÷òè ïðîñòà, è ëþáàÿ ãðóïïà H ñî ñâîéñòâîì
Γ(H) = Γ(G) ïî÷òè ïðîñòà;

(2) âåðøèíà 2 íå ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé íå÷åòíîé
âåðøèíîé â Γ(G);

(3) Γ(G) ñîäåðæèò õîòÿ áû 3 ïîïàðíî íåñìåæíûå âåðøèíû.

Ñëåäñòâèå 1. Ãðóïïà G ïî÷òè ðàñïîçíàâàåìà ïî ãðàôó
Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ ãðóïïà
H òàêàÿ, ÷òî Γ(H) = Γ(G), ïî÷òè ïðîñòà.

Ïðîáëåìà 1. Ïóñòü G � ïî÷òè ïðîñòàÿ ãðóïïà. Îïðåäåëèòü,
ÿâëÿåòñÿ ëè G ðàñïîçíàâàåìîé, ïî÷òè ðàñïîçíàâàåìîé èëè
íåðàñïîçíàâàåìîé ïî ãðàôó Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ?

2
Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò 19-71-10067).
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×åì èíòåðåñåí êëàññ ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï?

Ëþáàÿ ãðóïïà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ãðóïïà
ïîäñòàíîâîê (òåîðåìà Êýëè).

Ïóñòü G ≤ Sym(Ω).

Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ . . . ∪ Ωk, ãäå Ωi � i-ÿ îðáèòà ãðóïïû G, ò. å. G
òðàíçèòèâíà íà êàæäîé Ωi è G ≤

∏k
i=1 Sym(Ωi).

Ïóñòü G òðàíçèòèâíà íà Ω.

Åñëè G èìïðèìèòèâíà íà Ω, òî âûáåðåì ìàêñèìàëüíóþ ïî
âêëþ÷åíèþ ñèñòåìó èìïðèìèòèâíîñòè ∆. Òîãäà ãðóïïà G
äåéñòâóåò ïðèìèòèâíî íà ìíîæåñòâå áëîêîâ ∆.
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×åì èíòåðåñåí êëàññ ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï?

Òåîðåìà Î'Íýíà � Ñêîòòà äëÿ ïðèìèòèâíûõ ãðóïï
ïîäñòàíîâîê (M. Liebeck, Ch. E. Praeger, J. Saxl, 1988).
Êàæäàÿ ïðèìèòèâíàÿ ãðóïïà ïîäñòàíîâîê ïî÷òè ïðîñòà èëè
ïîäñòàíîâî÷íî ýêâèâàëåíòíà ãðóïïå ïîäñòàíîâîê îäíîãî èç
ñëåäóþùèõ òèïîâ:

• HA (ãîëîìîðô àáåëåâîé ãðóïïû);

• HS (ãîëîìîðô ïðîñòîé ãðóïïû);

• HC (ãîëîìîðô ñîñòàâíîé ãðóïïû);

• TW (ñêðåù¼ííîå ñïëåòåíèå);

• SD (ïðîñòàÿ äèàãîíàëüíàÿ);

• CD (ñîñòàâíàÿ äèàãîíàëüíàÿ);

• PA (äåéñòâèå íà ïðîèçâåäåíèÿ).
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Ãðóïïû ñ ðàâíûìè ãðàôàìè Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ

Ïóñòü Γ � ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ïîìå÷åíû ïîïàðíî
ðàçëè÷íûìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Γ �
ïîìå÷åííûé ãðàô.

Òåîðåìà 3 (P. Cameron, Í.Ì., 2022).3 Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
F (x) = O(x7) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîìå÷åííîãî ãðàôà Γ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ
ãðóïï H òàêèõ, ÷òî Γ(H) = Γ;

(2) ñóùåñòâóåò áîëåå, ÷åì F (|V (Γ)|) ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ
ãðóïï H òàêèõ, ÷òî Γ(H) = Γ, ãäå V (Γ) � ìíîæåñòâî
âñåõ âåðøèí Γ.

3
Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò 19-71-10067).
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Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3

Ïóñòü G � ãðóïïà, ïî÷òè ðàñïîçíàâàåìàÿ ïî ãðàôó
Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ.

Òåîðåìà 2. Ãðóïïà G ïî÷òè ïðîñòà, è ëþáàÿ ãðóïïà H ñî
ñâîéñòâîì Γ(H) = Γ(G) ïî÷òè ïðîñòà.

Êëþ÷åâûì èíñòðóìåíòîì â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.4 Ïóñòü π � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç
ïðîñòûõ ÷èñåë. Òîãäà ÷èñëî ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï S ñî
ñâîéñòâîì π(S) ⊆ π êîíå÷íî è èìååò ìîùíîñòü íå áîëåå
O(|π|7).

4
Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò 19-71-10067).
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Ãðóïïû ñ ðàâíûìè ãðàôàìè Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ

Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F (x) = O(x7) òàêàÿ, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ïîìå÷åííîãî ãðàôà Γ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

(1) ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ
ãðóïï H òàêèõ, ÷òî Γ(H) = Γ;

(2) ñóùåñòâóåò áîëåå, ÷åì F (|V (Γ)|) ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ
ãðóïï H òàêèõ, ÷òî Γ(H) = Γ, ãäå V (Γ) � ìíîæåñòâî
âñåõ âåðøèí Γ.

Ïðîáëåìà 2. Óëó÷øèòü âåðõíþþ îöåíêó â òåîðåìå 3.

Òåîðåìà (À. Â. Çàâàðíèöèí, 2006). Íå ñóùåñòâóåò êîíñòàíòû
k òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ïî÷òè ïðîñòîé ãðóïïû G ÷èñëî
ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï H òàêèõ, ÷òî
Γ(G) = Γ(H), íå áîëåå, ÷åì k.

Òåîðåìà (Ì. À. Ãðå÷êîñååâà, À. Â. Âàñèëüåâ, 2022). Â
òåîðåìå 3 âåðõíÿÿ îöåíêà ìîæåò áûòü óëó÷øåíà äî
F (x) = O(x5).
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Ãðóïïû ñ ðàâíûìè ãðàôàìè Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ

Ïðîáëåìà 3. Ïóñòü Γ � ïîìå÷åííûé ãðàô. Íàéòè
ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ðåøàåò ñëåäóþùèå
ïðîáëåìû:

� Ñóùåñòâóåò ëè (ïî÷òè) ïðîñòàÿ ãðóïïà G òàêàÿ, ÷òî
Γ(G) = Γ?

� Êàêîâû âñå (ïî÷òè) ïðîñòûå ãðóïïû ñ ýòèì ñâîéñòâîì?
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Ãðóïïû ñ ðàâíûìè ãðàôàìè Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ

Åñëè G ïðîñòà, òî À. Â. Âàñèëüåâ ïðåäïîëîæèë, ÷òî
ñóùåñòâóåò íå áîëåå 4 ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ íåàáåëåâûõ
ïðîñòûõ ãðóïï H òàêèõ, ÷òî Γ(G) = Γ(H) (ïðîáëåìà 16.26 â
�Êîóðîâñêîé òåòðàäè'').

Ïóñòü G è H � íåàáåëåâû ïðîñòûå ãðóïïû. Èññëåäîâàíèå
ñëó÷àåâ ñîâïàäåíèÿ Γ(G) è Γ(H):

• G � ñïîðàäè÷åñêàÿ ãðóïïà (M. Hagie, 2003).

• G ∼= An (Ì. À. Çâåçäèíà, 2013).

• G è H � ãðóïïû ëèåâà òèïà è char(G) = char(H)
(Ì. Ð. Çèíîâüåâà, 2014).

• G è H � ãðóïïû ëèåâà òèïà è char(G) 6= char(H)
(Ì. Ð. Çèíîâüåâà, 2015�2022+, â ïðîöåññå...).
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Î ìåòîäàõ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû 1

Ïðîáëåìà 1. Ïóñòü G � ïî÷òè ïðîñòàÿ ãðóïïà. Îïðåäåëèòü,
ÿâëÿåòñÿ ëè G ðàñïîçíàâàåìîé, k-ðàñïîçíàâàåìîé äëÿ
íåêîòîðîãî k > 1 èëè íåðàñïîçíàâàåìîé ïî ãðàôó
Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ?

Íåñâÿçíûé ãðàô Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ

Òåîðåìà (K. Gruenberg, O. Kegel, 1975; îïóáëèêîâàíà â
ðàáîòå J. Williams, 1981). Åñëè G � ãðóïïà ñ íåñâÿçíûì
ãðàôîì Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ, òî âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç
ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
(1) G � ãðóïïà Ôðîáåíèóñà;
(2) G � 2�ôðîáåíèóñîâà ãðóïïà;
(3) G � ðàñøèðåíèå íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû K ñ ïîìîùüþ
ïî÷òè ïðîñòîé ãðóïïû A, ãäå S �A ≤ Aut(S) è S � ïðîñòàÿ
ãðóïïà ñ íåñâÿçíûì ãðàôîì Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ.
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Î ìåòîäàõ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû 1

Ïðîáëåìà 1. Ïóñòü G � ïî÷òè ïðîñòàÿ ãðóïïà. Îïðåäåëèòü,
ÿâëÿåòñÿ ëè G ðàñïîçíàâàåìîé, k-ðàñïîçíàâàåìîé äëÿ
íåêîòîðîãî k > 1 èëè íåðàñïîçíàâàåìîé ïî ãðàôó
Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ?

Ñâÿçíûé ãðàô Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ

Òåîðåìà (À. Â. Âàñèëüåâ, 2005) Ïóñòü G � íåðàçðåøèìàÿ
ãðóïïà òàêàÿ, ÷òî âåðøèíà 2 íå ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé
íå÷åòíîé âåðøèíîé â Γ(G). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ ãðóïïà
S òàêàÿ, ÷òî

S �G/S(G) ≤ Aut(S),

ãäå S(G) � ðàçðåøèìûé ðàäèêàë ãðóïïû G.
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Î ìåòîäàõ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû 1

Íåñâÿçíûé ãðàô Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ

Ïðîáëåìà. Îïèñàòü ñëó÷àè ñîâïàäåíèÿ ãðàôîâ
Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ Γ(G) è Γ(H), ãäå G � ïî÷òè ïðîñòàÿ
ãðóïïà, H � ãðóïïà Ôðîáåíèóñà èëè 2-ôðîáåíèóñîâà ãðóïïà.

2012, Ì. Ð. Çèíîâüåâà, Â. Ä. Ìàçóðîâ:
G � ïðîñòàÿ ãðóïïà.

2016, Ì. Ð. Çèíîâüåâà, À. Ñ. Êîíäðàòüåâ
+
2018, È. Á. Ãîðøêîâ, Í. Ì.
H ðàçðåøèìà.

Â ïðîöåññå: Ê. À. Èëüåíêî, Í. Ì.
G ïî÷òè ïðîñòà, íî íå ïðîñòà, H � íåðàçðåøèìàÿ
ãðóïïà Ôðîáåíèóñà
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Î ìåòîäàõ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû 1

Íåñâÿçíûé ãðàô Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ

L � íåàáåëåâà ïðîñòàÿ ãðóïïà ñ íåñâÿçíûì ãðàôîì
Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ, G � ãðóïïà òàêàÿ, ÷òî Γ(G) = Γ(L).

Ïðèìåíÿåì òåîðåìó Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ.

Åñëè G � íå ãðóïïà Ôðîáåíèóñà è íå 2-ôðîáåíèóñîâà
ãðóïïà, òî ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà K �G òàêàÿ, ÷òî K
íèëüïîòåíòíà è G/K ïî÷òè ïðîñòà ñ öîêîëåì S.
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Î ìåòîäàõ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû 1

Ïðîñòàÿ ãðóïïà L íàçûâàåòñÿ êâàçèðàñïîçíàâàåìîé ïî
ãðàôó Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ:

• ëþáàÿ ãðóïïà G òàêàÿ, ÷òî Γ(G) = Γ(L), îáëàäàåò
åäèíñòâåííûì íåàáåëåâûì êîìïîçèöèîííûì
ôàêòîðîì S;

• S ∼= L.

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü ïðîñòàÿ ãðóïïà G êâàçèðàñïîçíàâàåìà ïî
ãðàôó Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ. Åñëè H � ãðóïïà òàêàÿ, ÷òî
Γ(H) = Γ(G) è |H| = |G|, òî H ∼= G.
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Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïðîñòûõ ãðóïï

• Ïðîáëåìà 1 ðåøåíà äëÿ ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïï.

M. Hagie, 2003; À. Â. Çàâàðíèöèí, 2006
À. Ñ. Êîíäðàòüåâ, 2019 è 2021 (2 ñòàòüè)

M. Lee, T. Popiel, 2022

• Ãðóïïû 2G2(q) ðàñïîçíàâàåìû ïî ãðàôó Ã.�Ê.

À. Â. Çàâàðíèöèí, 2006

• Ïðîáëåìà 1 ðåøåíà äëÿ ãðóïï PSL2(q), çà èñêëþ÷åíèåì
ñëó÷àåâ q > 8 ÷åòíî èëè 11 < q � ïðîñòîå ÷èñëî è q ≡ 1
(mod 12) (â ýòèõ ñëó÷àÿõ ãðóïïà PSL2(q)
êâàçèðàñïîçíàâàåìà ïî ãðàôó Ã.�Ê.).

M. Hagie, 2003; B. Khosravi×3, 2007 (2 ñòàòüè)
A. Khosravi, B. Khosravi, 2008; B. Khosravi, 2008

• Ãðóïïà PSL16(2) ðàñïîçíàâàåìà ïî ãðàôó Ã.�Ê.
(! Γ(PSL16(2)) ñâÿçíûé).

B. Khosravi×3, 2008;
çàêîí÷åíî À. Â. Çàâàðíèöèí, 2010
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Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïðîñòûõ ãðóïï

• Ãðóïïà 2Dn(3) ïðè n ≥ 5 ðàñïîçíàâàåìà ïî ãðàôó Ã.�Ê.

A. Babai and B. Khosravi, 2011

M. F. Ghasemabadi, A. Iranmanesh, N. Ahanjideh, 2012

• Ãðóïïà Dn(3) ïðè n ≥ 5 ðàñïîçíàâàåìà ïî ãðàôó Ã.�Ê.

M. F. Ghasemabadi, N. Ahanjideh, 2012

• Ãðóïïû Bn(3) è Cn(3), ãäå n ≥ 5 íå÷åòíî,
2-ðàñïîçíàâàåìû ïî ãðàôó Ã.�Ê.

Z. Momen, B. Khosravi, 2012

M. F. Ghasemabadi, A. Iranmanesh, N. Ahanjideh, 2013

• Ãðóïïà Dn(5) ïðè n ≥ 5 ðàñïîçíàâàåìà ïî ãðàôó Ã.-Ê.

Z. Akhlaghi, M. Khatami, B. Khosravi, 2013;
A. Babai, B. Khosravi, 2014
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Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïðîñòûõ ãðóïï

• Ïðîáëåìà 1 ðåøåíà äëÿ ïðîñòûõ ãðóïï S òàêèõ, ÷òî
|π(S)| ∈ {3, 4}.

À. Ñ. Êîíäðàòüåâ, È. Â. Õðàìöîâ, 2010 è 2012

(2 ñòàòüè)

• Åñëè n 6∈ {p, p− 1}, ãäå ÷èñëà p è p− 2 ïðîñòû, òî ãðóïïà
An íåðàñïîçíàâàåìà ïî ãðàôó Ã.�Ê., èññëåäîâàí âîïðîñ
êâàçèðàñïîçíàâàåìîñòè ãðóïï An è Sn ïî ãðàôó Ã.�Ê.

B. Khosravi, A. Z. Moghanjoghi, 2007;
À. Ì. Ñòàðîëåòîâ, 2017;

È. Á. Ãîðøêîâ, À. Ì. Ñòàðîëåòîâ, 2019

• E7(2), E7(3), 2E6(2), E6(2), 2E6(3) è E6(3)
ðàñïîçíàâàåìû ïî ãðàôó Ã.�Ê.

À. Ñ. Êîíäðàòüåâ, 2015 è 2019 (2 ñòàòüè);
W. Guo, À. Ñ. Êîíäðàòüåâ, Í. Ì., 2021;
À. Ï. Õðàìîâà, Í. M., Â. Â. Ïàíüøèí,

À. Ì. Ñòàðîëåòîâ, â ðàìêàõ ÁÌÌ ÌÖÀ, 2021
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Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïðîñòûõ ãðóïï

• Ãðóïïà 2F4(q) êâàçèðàñïîçíàâàåìà ïî ãðàôó Ã.�Ê.

Z. Akhlaghi, M. Khatami, B. Khosravi, 2009

• Ãðóïïà F4(q), ãäå q > 2 ÷åòíî, êâàçèðàñïîçíàâàåìà ïî
ãðàôó Ã.�Ê.

B. Khosravi, A. Babai, 2011

• Ãðóïïû G2(q), ãäå q ≡ 0 (mod 3), è 2B2(q)
êâàçèðàñïîçíàâàåìû (òðåáóåòñÿ ðåâèçèÿ) ïî ãðàôó Ã.�Ê.

Q. Zhang, W. Shi, R. Shen, 2011

• Ãðóïïà E8(q) ïðè q ≡ 0, 1, 4 (mod 5) ïî÷òè
ðàñïîçíàâàåìà ïî ãðàôó Ã.�Ê.

À. Â. Çàâàðíèöèí, 2013
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Ðàñïîçíàâàåìîñòü ïî ãðàôó Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ

Òåîðåìà (À. Â. Çàâàðíèöèí, 2013). Ïóñòü L = E8(q), ãäå
q ≡ 0,±1 (mod 5). Åñëè G � ãðóïïà òàêàÿ, ÷òî Γ(G) = Γ(L),
òî G ∼= E8(u) äëÿ íåêîòîðîãî u ≡ 0,±1 (mod 5).

Òåîðåìà 5 (Í. Ì., Â. Â. Ïàíüøèí, À. Ì. Ñòàðîëåòîâ, 2022+).
Ïóñòü L = E8(q), ãäå q ≡ ±2 (mod 5). Åñëè G � ãðóïïà
òàêàÿ, ÷òî Γ(G) = Γ(L), òî G ∼= E8(u) äëÿ íåêîòîðîãî u ≡ ±2
(mod 5).

Ñëåäñòâèå 2. Ãðóïïà E8(q) ïî÷òè ðàñïîçíàâàåìà ïî ãðàôó
Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ äëÿ ëþáîãî q.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü H � ãðóïïà òàêàÿ, ÷òî Γ(H) = Γ(E8(q))
è |H| = |E8(q)| äëÿ íåêîòîðîãî q. Òîãäà H ∼= E8(q).
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Ðàñïîçíàâàåìîñòü ïî ãðàôó Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ

Òåîðåìà 6 (Í. Ì., Â. Â. Ïàíüøèí, À. Ì. Ñòàðîëåòîâ, 2022+).
Ïóñòü L = F4(q), ãäå q ÷åòíî, èëè G2(q), ãäå q ≡ 0 (mod 3),
èëè 2F4(q). Åñëè G � ãðóïïà òàêàÿ, ÷òî Γ(G) = Γ(L) è
G/F (G), ãäå F (G) � íàèáîëüøàÿ íèëüïîòåíòíàÿ íîðìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà â G, ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ L, òî
F (G) = 1. Â ÷àñòíîñòè, L ïî÷òè ðàñïîçíàâàåìà ïî ãðàôó
Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ.

Òåîðåìà 7 (Í. Ì., Â. Â. Ïàíüøèí, À. Ì. Ñòàðîëåòîâ, 2022+).
Ïóñòü L = 2B2(q) äëÿ íåêîòîðîãî q. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãðóïïà
G òàêàÿ, ÷òî Γ(G) = Γ(L) è O2(G) 6= 1. Â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà
L íåðàñïîçíàâàåìà ïî ãðàôó Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ.
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Ðàñïîçíàâàåìîñòü ïî ãðàôó Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ

• E7(2), E7(3), 2E6(2), E6(2), 2E6(3) è E6(3)
ðàñïîçíàâàåìû ïî ãðàôó Ã.�Ê.

À. Ñ. Êîíäðàòüåâ, 2015 è 2019 (2 ñòàòüè);
W. Guo, À. Ñ. Êîíäðàòüåâ, Í. Ì., 2021;
À. Ï. Õðàìîâà, Í. M., Â. Â. Ïàíüøèí,

À. Ì. Ñòàðîëåòîâ, â ðàìêàõ ÁÌÌ ÌÖÀ, 2021

Òåîðåìà 8 (Í. Ì., Â. Â. Ïàíüøèí, À. Ì. Ñòàðîëåòîâ, 2022+).
Ïóñòü L = E6(q) èëè

2E6(q). Åñëè G � ãðóïïà òàêàÿ, ÷òî
Γ(G) = Γ(L), òî L E G ≤ Aut(L). Â ÷àñòíîñòè, L ïî÷òè
ðàñïîçíàâàåìà ïî ãðàôó Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ.
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Ðàñïîçíàâàåìîñòü ïî èçîìîðôíîìó òèïó ãðàôà Ã.�Ê.

Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïà G ðàñïîçíàâàåìà ïî èçîìîðôíîìó
òèïó ãðàôà Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ, åñëè äëÿ ëþáîé ãðóïïû H
èçîìîðôèçì ãðàôîâ Γ(G) è Γ(H) (êàê àáñòðàêòíûõ ãðàôîâ)
âëå÷åò èçîìîðôèçì ãðóïï H è G.

(Ãðóïïà G èìååò ñîáñòâåííûé �äîì�.)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü G � ãðóïïà, ïî÷òè ðàñïîçíàâàåìàÿ ïî
ãðàôó Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ. Òîãäà G ïî÷òè ïðîñòà, è ëþáàÿ
ãðóïïà H ñî ñâîéñòâîì Γ(H) = Γ(G) ïî÷òè ïðîñòà.

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè ãðóïïà G ðàñïîçíàâàåìà ïî èçîìîðôíîìó
òèïó ãðàôà Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ, òî G ïî÷òè ïðîñòà.

Ïðîáëåìà 4. Ïóñòü G � ïî÷òè ïðîñòàÿ ãðóïïà. Îïðåäåëèòü,
â êàêèõ ñëó÷àÿõ G ðàñïîçíàâàåìà ïî èçîìîðôíîìó òèïó
ãðàôà Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ.
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Ðàñïîçíàâàåìîñòü ïî èçîìîðôíîìó òèïó ãðàôà Ã.�Ê.

Òåîðåìà (À.Â. Çàâàðíèöèí, 2006). Åñëè G � ãðóïïà òàêàÿ,
÷òî Γ(G) èìååò ðîâíî 6 êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, òî G ∼= J4. Â
÷àñòíîñòè, ãðóïïà J4 ðàñïîçíàâàåìà ïî èçîìîðôíîìó òèïó
ãðàôà Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ.

Òåîðåìà 9 (P. Cameron, Í.Ì., 2022).5 Ãðóïïû 2G2(27) è E8(2)
ðàñïîçíàâàåìû ïî èçîìîðôíîìó òèïó ãðàôà
Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ.

Òåîðåìà 10 (Í.Ì., Ì. Ð. Çèíîâüåâà, 2022+).6 Ãðóïïà E8(q),
ãäå q ∈ {3, 4, 5, 7, 8, 9, 17}, ðàñïîçíàâàåìà ïî èçîìîðôíîìó
òèïó ãðàôà Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ.

Ïðîáëåìà 5. Ñóùåñòâóþò ëè äðóãèå ãðóïïû, ðàñïîçíàâàåìûå
ïî èçîìîðôíîìó òèïó ãðàôà Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ? Â
÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò ëè ïî÷òè ïðîñòàÿ, íî íå ïðîñòàÿ
ãðóïïà ñ ýòèì ñâîéñòâîì?

5
Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò 19-71-10067).

6
Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò 19-71-10067).
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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