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Ââåäåíèå

Ïóñòü G êîíå÷íàÿ ãðóïïà H ≤ G . Îáîçíà÷èì

H = {Hg | g ∈ G},

ìíîæåñòâî âñåõ ïîäãðóïï G ñîïðÿæ¼ííûõ H.

Ïîñòðîèì ãðàô Γ(G ,H, d) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âåðøèíû

ãðàôà ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà H, è äâå âåðøèíû

H1,H2 ∈ H ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |H1 ∩ H2| = d .
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Ïðèìåðû

Ïðèìåð 1
Ïóñòü G = A5 è H = ⟨(3, 4, 5), (1, 2)(4, 5)⟩ < G , òîãäà H ∼= S3 è

Γ(G ,H, 2) ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì Ïåòåðñîíà.

Ïðèìåð 2
Ïóñòü G = A6 è H = ⟨(3, 6)(4, 5), (1, 2)(3, 4)⟩ < G , òîãäà H ∼= D4

è Γ(G ,H, 4) ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûì ãðàôîì ñ

ìàññèâîì ïåðåñå÷åíèé {4, 2, 2, 2; 1, 1, 1, 2} (ð¼áåðíûé ãðàô

8-êëåòêè Òàòòà)
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Ïðèìåðû

Ïðèìåð 3
Ïóñòü G = PSU3(5) è H ∼= M10.

Òîãäà ðàçëè÷íûå ïîäãðóïïû èç H ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ïî 720,

60, 10 èëè ïî 8 ýëåìåíòàì. ×åðåç A0,A1,A2,A3 îáîçíà÷èì

ìàòðèöû ñìåæíîñòè ãðàôîâ Γ(G ,H, 720), Γ(G ,H, 60),

Γ(G ,H, 10) è Γ(G ,H, 8) ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà ìàòðèöû A0 = E ,A1,A2,A3 îáðàçóþò P-ïîëèíîìèàëüíóþ

ñõåìó îòíîøåíèé è Γ(G ,H, 60) ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííî

ðåãóëÿðíûì ãðàôîì ñ ìàññèâîì ïåðåñå÷åíèé {12, 6, 5; 1, 1, 4}
(ð¼áåðíûé ãðàô ãðàôà Õîôôìàíà-Ñèíãëòîíà).
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Ïðèìåðû

Ïðèìåð 4
Ïóñòü G = PSp4(3) è H ∼= C3 × ((C3 × C3)⋊ C2).

Òîãäà ðàçëè÷íûå ïîäãðóïïû èç H ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ïî

54, 27, 3, 2 èëè ïî 1 ýëåìåíòàì. È àíàëîãè÷íî îïðåäåë¼ííûå

ìàòðèöû A0 = E ,A1,A2,A3,A4 îáðàçóþò ñõåìó îòíîøåíèé ñ 4

êëàññàìè è ìàòðèöåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
1 2 36 27 54

1 2 6 −3 −6

1 2 −12 3 6

1 −1 0 9 −9

1 −1 0 −3 3

 .

Äàííàÿ ñõåìà íå ÿâëÿåòñÿ íè P- íè Q- ïîëèíîìèàëüíûé.
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Ïðèìåðû

Ïðèìåð 5
Ïóñòü G = PGL3(4) è H ∼= A6.

Òîãäà ðàçëè÷íûå ïîäãðóïïû èç H ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ïî

360, 36, 18, 10 èëè ïî 8 ýëåìåíòàì. È àíàëîãè÷íî îïðåäåë¼ííûå

ìàòðèöû A0 = E ,A1,A2,A3,A4 îáðàçóþò ñõåìó îòíîøåíèé ñ 4

êëàññàìè è ìàòðèöåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
1 10 40 72 45

1 10 −20 −36 45

1 2 0 0 −3

1 −4 12 −12 3

1 −4 −6 6 3


Äàííàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ Q-ïîëèíîìèàëüíîé c óïîðÿäî÷åíèåì

0, 3, 2, 4, 1.
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Ïðåäâàðèòåëüíàÿ ÷àñòü

Çàôèêñèðóåì ïðîñòîå ÷èñëî p è öåëîå ÷èñëî m > 0. Ïóñòü

F = GF (q) - ïîëå ñ q = pm ýëåìåíòîâ è SL2(q) = SL2(F) -
ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà, ò. å. ãðóïïà îáðàòèìûõ 2× 2

ìàòðèö íàä F ñ îïðåäåëèòåëåì 1.

Ìû èçó÷àåì ãðàô Γ(G ,H, 8) äëÿ ñëó÷àÿ G = SL2(q), ãäå q = 1

(mod 4) è H = ∆, ãäå

∆ =

{(
a 0

0 a−1

) ∣∣∣∣ a ∈ F∗

}⋃{(
0 a

−a−1 0

) ∣∣∣∣ a ∈ F∗

}
,

è d = 8, ò.å. âåðøèíû A è B ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà |A ∩ B| = 8.
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Ïðåäâàðèòåëüíàÿ ÷àñòü

Ìíîæåñòâî ∆ îáðàçóåò ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 2(q − 1). Ïîñêîëüêó

∆/Z (G ) = D q−1
2

è D q−1
2

- ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â

G/Z (G ) = PSL2(q), òî ïîäãðóïïà ∆ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé

ïîäãðóïïîé â G . Ñëåäîâàòåëüíî NG (∆) = ∆. Ïóñòü äî êîíöà

ðàáîòû Γ = Γ(SL2(q),∆, 8), F = GF (q) c q = 1 (mod 4) è

D =
{
∆P | P ∈ G

}
.

×åðåç ξ îáîçíà÷èì ýëåìåíò ïîëÿ F = GF (q), îáëàäàþùèé

ñâîéñòâîì ξ2 = −1. Îñíîâíàÿ öåëü ðàáîòû äîêàçàòü

ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà
Ãðàô Γ ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíî-ðåãóëÿðíûì ãðàôîì Äåçà ñ λ = 1 è

ïàðàìåòðàìè: (
q(q + 1)

2
,
q − 1

2
, 1, 0

)
.
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Ñòðóêòóðà ãðóïïû ∆ è ∆ ∩∆P

Îáîçíà÷èì

Ra =

(
a 0

0 a−1

)
, Sa =

(
0 a

−a−1 0

)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà

Ëåììà 1
Ïóñòü P ∈ G \∆, è PTaP

−1 = Tb, ãäå T ∈ {R, S} è íåêîòîðûõ

a, b ∈ F∗, òî âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé

1 PRaP
−1 = Rb, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = b è a2 = 1;

2 PRaP
−1 = Sb, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a2 = −1 è

ìàòðèöà P èìååò âèä(
x b
a − 1

2x

x a
2xb

)
äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ F∗.
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Ñòðóêòóðà ãðóïïû ∆ è ∆ ∩∆P

Ëåììà (ïðîäîëæåíèå)

3 PSaP
−1 = Rb, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b2 = −1 è

ìàòðèöà P èìååò âèä(
x
ab −x
1
2x

ab
2x

)
äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ F∗.

4 PSaP
−1 = Sb, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà P

èìååò âèä(
xb −aby

y xa

)
, äëÿ íåêîòîðûõ x , y ∈ F∗, x2 + y2 = (ab)−1.

Áîëåå òîãî, äëÿ ôèêñèðîâàííîé ìàòðèöû P óêàçàííîãî

âèäà, ðàâåíñòâî PSa′P
−1 = Sb′ âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà (a′, b′) = (a, b) èëè (a′, b′) = (−a,−b). 9



Ñòðóêòóðà ãðóïïû ∆ è ∆ ∩∆P

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà
Ïóñòü

P =

(
p11 p12

p21 p22

)
.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé PRaP
−1 = Sb. Èìååì

PRa − SbP =

(
ap11 − bp21 a−1p12 − bp22

b−1p11 + ap21 b−1p12 + a−1p22

)
= 0. (1)

Íà ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå 1 ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà ñèñòåìó

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî p11, p12, p21, p22 ñ

îïðåäåëèòåëåì
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Ñòðóêòóðà ãðóïïû ∆ è ∆ ∩∆P

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

R =

{(
α − 1

2β

β 1
2α

)∣∣∣∣ α, β ∈ F∗

}
.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ìàòðèö R ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

ìàòðèö âèäà (2) èç ëåììû. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ìàòðèöû

Pα,β ∈ R èìååì

PRξP
−1 = Sα

β
ξ,

PR−ξP
−1 = S−α

β
ξ.
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Ñòðóêòóðà ãðóïïû ∆ è ∆ ∩∆P

Ëåììà 2
Ïóñòü ∆P ∈ D, òîãäà |∆ ∩∆P | ∈ {2(q − 1), 8, 4, 2}. Áîëåå òîãî,
|∆ ∩∆P | = 8 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P ∈ R.
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Ñòðóêòóðà îêðåñòíîñòè âåðøèíû ∆

Îïèøåì ñòðóêòóðó îêðåñòíîñòè âåðøèíû ∆ â ãðàôå Γ.

Ââåä¼ì íà ìíîæåñòâå ìàòðèö R îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P1 ∼ P2 ⇔ P−1
2 P1 ∈ ∆.

Ëåììà
Ïóñòü Γ(∆) îêðåñòíîñòü âåðøèíû ∆ â ãðàôå Γ. Γ(∆P) = Γ(∆Q)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P ∼ Q. Áîëåå òîãî,

|Γ(∆)| = |R/ ∼ | = q − 1

2
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Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ïåðåñå÷åíèè äâóõ îêðåñòíîñòåé

Ïóñòü Q ∈ G , òîãäà ÷èñëî
∣∣Γ(∆) ∩ Γ(∆Q)

∣∣ ðàâíî ÷èñëó ïîïàðíî

íåýêâèâàëåíòíûõ ìàòðèö P ∈ R, òàêèõ ÷òî

P−1QS ∈ ∆

äëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû S ∈ R.

Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî ñìåæíûõ ñ ∆ âåðøèí ñîâïàäàåò ñ

ìíîæåñòâîì ∆P äëÿ P èç R. Ìíîæåñòâî ñìåæíûõ ñ ∆Q

âåðøèí ýòî ìíîæåñòâî ∆Q ñîïðÿæ¼ííîå ñ ïîìîùüþ ìàòðèö

âèäà SQ , ãäå S èç R. Ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå îêðåñòíîñòåé

- ýòî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ïàð âåðøè P èç R êîòîðûõ

ñóùåñòâóåò S èç R ñî ñâîéñòâîì ∆P = (∆Q)S
Q
.

Òî åñòü,

P∆P−1 = (QSQ−1)Q∆Q−1(QSQ−1)−1 = QS∆S−1Q−1.
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Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ïåðåñå÷åíèè äâóõ îêðåñòíîñòåé

Ëåììà
Ïóñòü Q ∈ G , òîãäà

∣∣Γ(∆) ∩ Γ(∆Q)
∣∣ ≤ 1.

Áîëåå òîãî, äëÿ ìàòðèöû Q =

(
q11 q12

q21 q22

)
âûïîëíåíî∣∣Γ(∆) ∩ Γ(∆Q)

∣∣ = 1, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q12q22
q11q21

ÿâëÿåòñÿ

íåíóëåâûì êâàäðàòîì â F.
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Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ïåðåñå÷åíèè äâóõ îêðåñòíîñòåé

Äîêàçàòåëüñòâî
Îáîçíà÷èì

P =

(
x − 1

2y

y 1
2x

)
, S =

(
s1 − 1

2s2

s2
1
2s1

)
, Q =

(
q11 q12

q21 q22

)
.

Òîãäà M = P−1QS =(
q21s1x+q22s2x+q11s1y+q12s2y

2 xy −q21s1x−q22s2x+q11s1y−q12s2y
4 s1s2xy

q21s1x + q22s2x − q11s1y − q12s2y −q21s1x−q22s2x−q11s1y+q12s2y
2 s1s2

)
.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû M ∈ ∆ íåîáõîäèìî, ÷òîáû M0,0 = M1,1 = 0

èëè M1,0 = M0,1 = 0.
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Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ïåðåñå÷åíèè äâóõ îêðåñòíîñòåé

Äîêàçàòåëüñòâî
Ðàññìàòðèâàÿ M0,0 = M1,1 = 0 è M1,0 = M0,1 = 0 êàê ñèñòåìû

óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî x1 è y1 äëÿ ñèñòåìû M0,0 = M1,1 = 0 è

îòíîñèòåëüíî x2 è y2 äëÿ ñèñòåìû M1,0 = M0,1 = 0 ñ

îïðåäåëèòåëÿìè∣∣∣∣∣ q21s1 + q22s2 q11s1 + q12s2

−q21s1 + q22s2 q11s1 − q12s2

∣∣∣∣∣ = 2(q11q21s
2
1 − q12q22s

2
2 )

è ∣∣∣∣∣ q21s1 + q22s2 −q11s1 − q12s2

−q21s1 + q22s2 −q11s1 + q12s2

∣∣∣∣∣ = 2(q11q21s
2
1 − q12q22s

2
2 ).
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Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ïåðåñå÷åíèè äâóõ îêðåñòíîñòåé

Äîêàçàòåëüñòâî

Îòñþäà
(
s1
s2

)2
= q12q22

q11q21
è

x1
y1

= −q11s1 + q12s2
q21s1 + q22s2

=
q11s1 − q12s2
q21s1 − q22s2

x2
y2

=
q11s1 + q12s2
q21s1 + q22s2

= −q11s1 − q12s2
q21s1 − q22s2

= −x1
y1

,

Òàêèì îáðàçîì ðåøåíèÿìè ìàòðè÷íîãî âêëþ÷åíèÿ P−1QS ∈ ∆

ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöû:

P1 =

(
x1 − 1

2y1

y1
1
2x1

)
, P2 =

(
x2 − 1

2y2

y2
1
2x2

)
.

Ïðè ýòîì x1
y1

= − x2
y2
, îòñþäà x1y2 + x2y1 = 0 è ìàòðèöû P1 è P2

ýêâèâàëåíòíû. 18



Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû

Çàôèêñèðóåì âåðøèíó ∆. Îêðåñòíîñòü âåðøèíû ∆ ñîñòîèò èç
q−1
2 âåðøèíû, è â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè Γ � ðåãóëÿðíûé ãðàô

ñòåïåíè q−1
2 .

Äàëåå èìååì, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû Σ, îòëè÷íîé îò ∆ ÷èñëî

|Γ(∆) ∩ Γ(Σ)| ∈ {0, 1} è â ñèëó âåðøèííîé òðàíçèòèâíîñòè äëÿ

ëþáûõ äâóõ âåðøèí Σ1,Σ2 èìååì |Γ(Σ1) ∩ Γ(Σ2)| ∈ {0, 1}.
Òàêèì îáðàçîì Γ ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì Äåçà ñ ïàðàìåòðàìè:(

q(q + 1)

2
,
q − 1

2
, 1, 0

)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ìàòðèöû P ∈ R ÷èñëî

q12q22
q11q21

= − 1

4x2y2

ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì êâàäðàòîì â F è
∣∣Γ(∆) ∩ Γ(∆P)

∣∣ = 1,

îòñþäà äëÿ ëþáûõ äâóõ ñìåæíûõ âåðøèí Σ1 è Σ2 èìååì

|Γ(Σ1) ∩ Γ(Σ2)| = 1.
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Ñóùåñòâîâàíèå ñîâåðøåííîãî 1-êîäà

Ñîâåðøåííûé 1-êîä â ãðàôå Γ ýòî ìíîæåñòâî âåðøèí C äëÿ

êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí v1, v2 ∈ C âûïîëíåíî

(v1 ∪ Γ(v1)) ∩ (v2 ∪ Γ(v2)) = ∅;
2.

⋃
v∈C

(v ∪ Γ(v)) = V (Γ).
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Ñóùåñòâîâàíèå ñîâåðøåííîãî 1-êîäà

Òåîðåìà
Ìíîæåñòâî ∆Qa , ãäå

Qa =

(
1 a

0 1

)
è a ∈ F ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì 1-êîäîì â ãðàôå Γ.
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Ñóùåñòâîâàíèå ñîâåðøåííîãî 1-êîäà

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ìàòðèö ñëåäóþùåãî âèäà

C =

{(
1 a

0 1

)
: a ∈ F

}
,

Çàìåòèì, ÷òî |C| = |F| = q.

Ïóñòü C (a) = ∆Qa ∪ Γ(∆Qa), ãäå

Qa =

(
1 a

0 1

)

è a ∈ F.
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Ñóùåñòâîâàíèå ñîâåðøåííîãî 1-êîäà

Äëÿ ëþáûõ äâóõ a, b ∈ F åñëè ∆Qa ∈ Γ(∆Qb) òî Q−1
b Qa ∈ R, íî

Q−1
b Qa =

(
1 a− b

0 1

)
̸∈ R, ïðîòèâîðå÷èå.

Àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó Q−1
b Qa ̸∈ ∆ òî ∆Q

b ̸= ∆Q
a è òàê êàê

1·0
(a−b)·1 = 0 òî |Γ(∆Qa) ∩ Γ(∆Qb)| = 0. Îòñþäà äëÿ ëþáûõ äâóõ

a, b ∈ F èìååì C (a) ∩ C (b) = ∅.

Íàêîíåö äëÿ a ∈ F ìû èìååì |C (a)| = 1 + q−1
2 = q+1

2 è

q · |C (a)| = |V (Γ)|, îòñþäà
⋃
a∈F

C (a) = V (Γ).
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