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Вопрос

Для данных свободного произведения групп G = ∗j∈JAj и
натурального числа n, какова минимальная возможная коммутаторная
длина элемента gn ∈ G , не сопряженного элементам свободных
сомножителей?

При каких k и n уравнение

un = [v1,w1] . . . [vk ,wk ]

имеет решение в G = ∗j∈JAj , такое что u не сопряжен элементам
свободных сомножителей?
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Обозначения

[x , y ] = x−1y−1xy — коммутатор элементов x и y .

Для элемента g группы G коммутаторная длина cl(g) элемента g —
это минимальное количество коммутаторов, в произведение которых
раскладывается элемент g .

Для данных свободного произведения групп G = ∗j∈JAj и
натурального числа n определим

k(G , n) = min({cl(gn) | g ∈ Ĝ}),

где Ĝ — это множество всех элементов G , не сопряженных элементам
свободных сомножителей.

Также определим N(G ) как минимальный возможный порядок
неединичного элемента группы G .
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История

Неединичный коммутатор не может быть истинной степенью в
свободной группе (Schützenberger 1959)

[x , y ]3 = [x−1yx , x−2yxy−1][yxy−1, y2] (Culler 1981)

[x , y ]n раскладывается в произведение k коммутаторов, если
n ⩽ 2k − 1 (Culler 1981)

Если в свободной группе un = [v1,w1][v2,w2] и n ⩾ 4, то u —
единичный элемент (Comerford, Comerford Jr. & Edmunds 1991)

Если в свободном произведения локально индикабельных групп
un = [v1,w1] . . . [vk ,wk ] и n ⩾ 2k , то u сопряжен элементу одного
из свободных сомножителей (Duncan & Howie 1991)
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История

Из теоремы Дункана-Хауи и примеров Каллера следует, что если G —
это свободное произведение локально индикабельных групп, то

k(G , n) =
[n
2

]
+ 1.

То же самое верно и для свободных произведений произвольных групп
без кручения. Это было доказано Ивановым и Клячко и независимо
Ченом в 2018 году.



История

В обеих работах были приведены оценки и для случая наличия
кручения в свободных сомножителях:

k(G , n) ⩾
[n
2

]
+ 1, если n < N(G ) Ivanov & Klyachko 2018,

k(G , n) ⩾

n −
[

2n
N(G)

]
2

+ 1 Chen 2018.

Эти оценки были обобщены докладчиком и Клячко:

k(G , n) ⩾
[n
2

]
−

[
n

N(G )

]
+ 1 Bereznyuk & Klyachko 2022.
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История

Для элемента g ∈ Ĝ , имеющего циклически приведенную форму
a1 . . . am, положим

N(g) = min(ord(a1), . . . , ord(am)).

Для N ∈ {N(g) | g ∈ Ĝ} положим

k(G , n,N) = min({cl(gn) | gn ∈ Ĝ , N(g) = N}).

В Bereznyuk & Klyachko 2022 в частности было доказано, что

k(G , n,N) ⩾
[n
2

]
−
[ n
N

]
+ 1.



Результаты

Теорема 1
Пусть G = ∗j∈JAj — это свободное произведение нетривиальных групп
и n — положительное целое число. Тогда

k(G , n) =
[n
2

]
−
[

n

N(G )

]
+ 1.



Результаты

Теорема 2
Пусть G = ∗j∈JAj — это свободное произведение нетривиальных групп
и n — положительное целое число. Если N ∈ {N(g) | g ∈ Ĝ}, то

k(G , n,N) =
[n
2

]
−
[ n
N

]
+ 1.



Результаты

Теорема 3
Пусть G = ∗j∈JAj — это свободное произведение нетривиальных групп
и n — положительное целое число. Если a ∈ Aj1 и t ∈ Aj2 два
неединичных элемента из различных свободных сомножителей, такие
что ord(a) ≤ ord(t), то

cl([a, t]n) =
[n
2

]
−
[

n

ord(a)

]
+ 1.

Следствие 1
Если a и b — это 2 неединичных элемента произвольной группы G
и n — положительное целое число, то

cl([a, b]n) ≤
[n
2

]
−
[

n

ord(a)

]
+ 1.



Идея доказательства

Оценки снизу были получены в Bereznyuk & Klyachko 2022. Для
доказательства точности этих оценок используется геометрический
язык: для каждых a, t и n мы строим диаграмму Хауи D на замкнутой
ориентированной поверхности рода [n / 2]− [n / ord(a)] + 1, такую что
D имеет только одну грань, метка этой грани равна [a, t]n и все
вершины D внутренние.



Диаграммы Хауи

Пусть в замкнутую ориентированную поверхность S вложен
неориентированный граф Γ, разбивающий S на односвязные области,
называемые клетками. Такая поверхность вместе с вложенным в неё
графом называется диаграммой Хауи D над свободным
произведением A ∗ B , если:

1 Граф Γ является двудольным. Вершины одной доли называются
A-вершинами, а вершины второй доли B-вершинами.

2 Каждый угол A-вершины помечен элементом из A, и каждый угол
B-вершины помечен элементом из B .

3 Каждая вершина является либо внешней, либо внутренней. Метка
каждой внутренней вершины равняется единице, где метка
вершины — это произведение меток её углов, взятых по часовой
стрелке.

Метка клетки диаграммы D определяется как произведение меток
углов, лежащих на границе этой клетки, взятых при её обходе против
часовой стрелки.



Диаграммы Хауи

a a
a b b

b

Пример диаграммы Хауи на торе над группой ⟨a⟩3 ∗ ⟨b⟩3. Метка
единственной клетки равняется (ab)3.



Диаграммы Хауи

Лемма о геометрическом соответствии
Пусть u — это циклические приведенный элемент свободного
произведения A ∗ B , не сопряженный элементам свободных
сомножителей. Если существует диаграмма D над A ∗ B на замкнутой
ориентированной поверхности рода k , такая что D имеет только одну
грань, метка этой грани равняется u, и все вершины D внутренние, то
u является произведением k коммутаторов.
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Примеры диаграмм, +2
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Примеры диаграмм, +N + 1, N = 5
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Примеры коммутаторных разложений

⟨a⟩3 ∗ ⟨t⟩:

[a, t]5 =
[
t−1a2ta2, t−1atat−1a2ta2t−1at

][
t−1a2tat−1ata2t−1at, t−1a2tat−2ata2t−1at

]



Примеры коммутаторных разложений

⟨a⟩2k+1 ∗ ⟨b⟩2k+1:

(ab)2k+1 = [A1,B1][A2,B2]
A1B1 . . . [Ak ,Bk ]

Ak−1Bk−1...A1B1 ,

Ai = b−2ia−2i+1, Bi = a2ib2i−1.



Примеры коммутаторных разложений

⟨a⟩3 ∗ ⟨b⟩3:

(ab)3 = [ba2, a2b]

⟨a⟩5 ∗ ⟨b⟩5:

(ab)5 = [b3a4, a2b][ba2, a4b3]b
3ab

⟨a⟩7 ∗ ⟨b⟩7:

(ab)7 = [b5a6, a2b][b3a4, a4b3]b
5ab[ba2, a6b5]b

3abab
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