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Îïðåäåëåíèå

×åðåç F îáîçíà÷àåòñÿ ïîëå, ïðè ýòîì charF 6= 2.

A � êîììóòàòèâíàÿ F-àëãåáðà.

Îïðåäåëåíèå

Èäåìïîòåíò a ∈ A íàçûâàåòñÿ îñüþ, åñëè îïåðàòîð (ëåâîãî)
ñäâèãà ada ïîëóïðîñò:
A =

⊕
λ∈Spec(ada)

Aλ(a), ãäå Aλ(a) = {b ∈ A | ab = λb}.

Çàìå÷àíèå: a2 = a⇒ 1 ∈ Spec(ada).

Îïðåäåëåíèå

Îñü a íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíîé, åñëè dim(A1(a)) = 1, ò.å.
A1(a) = 〈a〉.
Îïðåäåëåíèå

A íàçûâàåòñÿ (ïðèìèòèâíîé) àêñèàëüíîé àëãåáðîé, åñëè îíà
ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì (ïðèìèòèâíûõ) îñåé.



Ïðèìåð

M2(F)+ � àëãåáðà ìàòðèö îòíîñèòåëüíî éîðäàíîâà
ïðîèçâåäåíèÿ ◦: X ◦ Y = XY+YX

2 .
Îíà ïîðîæäàåòñÿ èäåìïîòåíòàìè

e11 =

(
1 0
0 0

)
, e12 + e22 =

(
0 1
0 1

)
, e11 + e21 =

(
1 0
1 0

)
,

ïîñêîëüêó

(
1 0
0 0

)
◦
(
0 1
0 1

)
=

(
0 1

2
0 0

)
.

e11 ◦ e11 = e11, e11 ◦ e12 = 1
2e12, e11 ◦ e21 =

1
2e21, e11 ◦ e22 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, [ade11 ] =


1 0 0 0
0 1

2 0 0
0 0 1

2 0
0 0 0 0

.

Ïîñêîëüêó âñå ïîðîæäàþùèå èäåìïîòåíòû ïîäîáíû, òî âñå îíè
ïîëóïðîñòû è èìåþò ñïåêòð {0, 1, 12}.



Òàáëèöà ñëèÿíèÿ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî η ∈ F è η 6= {0, 1}.

Îïðåäåëåíèå (Ðåðåí, Õîëë, Øïåêòîðîâ, 2015)

A íàçûâàåòñÿ àêñèàëüíîé àëãåáðîé éîðäàíîâà òèïà η, åñëè îíà
ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì îñåé X òàêèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà ada äëÿ êàæäîé îñè a ∈ X
ïîä÷èíÿþòñÿ çàêîíó ñëèÿíèÿ J (η):

∗ 1 0 η

1 1 η

0 0 η

η η η 1, 0

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Spec(ada) ⊆ {1, 0, η} è ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðîâ èç Aλ(a) è Aµ(a) ëåæèò â ñóììå ïîäïðîñòðàíñòâ ïî
ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà λ ∗ µ.
Ïðèìåðû: A1(a)A0(a) = {0}, Aη(a)Aη(a) ⊆ A1(a) + A0(a)



Ïðèìåð 1: éîðäàíîâû àëãåáðû

Îïðåäåëåíèå

A � éîðäàíîâà àëãåáðà, åñëè x2(yx) = (x2y)x äëÿ âñåõ x , y ∈ A.

Ñâîéñòâà
Åñëè a � èäåìïîòåíò â A, òî õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî

• Spec(ada) ⊆ {0, 1, 12};
• A = A1(a)⊕ A0(a)⊕ A 1

2
(a) (ðàçëîæåíèå Ïèðñà);

• ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ Ai (a) è Aj(a) ñîîòâåòñòâóåò
òàáëèöå ñëèÿíèÿ J (12).

Åñëè A ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì èäåìïîòåíòîâ, òî A �
àêñèàëüíàÿ àëãåáðà éîðäàíîâà òèïà 1

2 .
Ïðèìåð: Åñëè B � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà, òî B+ ñ
óìíîæåíèåì x ◦ y = xy+yx

2 ÿâëÿåòñÿ éîðäàíîâîé.



Ãðóïïû 3-òðàíñïîçèöèé

Îïðåäåëåíèå

Ïàðà (G ,D) íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé 3-òðàíñïîçèöèé, åñëè

• G � ãðóïïà;

• D � íîðìàëüíîå ìíîæåñòâî èíâîëþöèé â G ;

• G = 〈D〉;
• |de| 6 3 äëÿ ëþáûõ d , e ∈ D.

Ïðèìåðû

G = Sn, D = {(i , j) | 1 6 i < j ≤ n},
G = Sp2n(2), n > 3, D � êëàññ ñèìïëåêòè÷åñêèõ òðàíñâåêöèé;
G � îäíà èç ãðóïï Ôèøåðà Fi22, Fi23, Fi24.

Çàìå÷àíèå
Åñëè â îïðåäåëåíèè çàìåíèòü |de| 6 3 íà |de| 6 n, òî ïîëó÷èòñÿ
îïðåäåëåíèå ãðóïïû n-òðàíñïîçèöèé.



Ïðèìåð 2: àëãåáðû Ìàöóî

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü (G ,D) � ãðóïïà 3-òðàíñïîçèöèé è η ∈ F \ {0, 1}.
Àëãåáðà Ìàöóî Mη(G ,D) íàä ïîëåì F èìååò D â êà÷åòñâå
ñâîåãî áàçèñà, óìíîæåíèå íà êîòîðîì çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

c · d =


c , åñëè c = d ;
0, åñëè |cd | = 2;

η
2 (c + d − e), åñëè |cd | = 3 è e = cd = dc .

Òåîðåìà (Ðåðåí, Õîëë, Øïåêòîðîâ, 2015)

Àëãåáðà Ìàöóî � ïðèìèòèâíàÿ àêñèàëüíàÿ àëãåáðà éîðäàíîâà
òèïà η, ýëåìåíòû D � ïîðîæäàþùèå ïðèìèòèâíûå îñè.



Ñëó÷àé η 6= 1
2

Òåîðåìà (ÐÕØ2015, ÑÕØ2018)

Åñëè η 6= 1
2 , òî àêñèàëüíàÿ àëãåáðà éîðäàíîâà òèïà ÿâëÿåòñÿ

ôàêòîðîì íåêîòîðîé àëãåáðû Ìàöóî.

Ïîýòîìó íàèáîëåå èíòåðåñíûé ñëó÷àé � η = 1
2 .

Åñòü äâà îñíîâíûõ ïðèìåðà àëãåáð: éîðäàíîâû àëãåáðû,
ïîðîæä¼ííûå èäåìïîòåíòàìè è àëãåáðû Ìàöóî äëÿ η = 1

2 .

Òåîðåìà (Ãîðøêîâ, Ñ., 2020)

Åñëè A èìååò éîðäàíîâ òèï 1
2 è ïîðîæäàåòñÿ òðåìÿ

ïðèìèòèâíûìè îñÿìè, òî A � éîðäàíîâà àëãåáðà ðàçìåðíîñòè
íå áîëåå 9.



Îñíîâíûå çàäà÷è

Âîïðîñ

Âåðíî ëè, ÷òî âñÿêàÿ àëãåáðà éîðäàíîâà òèïà 1
2 ÿâëÿåòñÿ ëèáî

éîðäàíîâîé àëãåáðîé, ëèáî ôàêòîðîì íåêîòîðîé àëãåáðû
Ìàöóî?

Çàìå÷åíèå: àëãåáðû Ìàöóî äëÿ η = 1/2 ìîãóò áûòü
íåéîðäàíîâûìè.

Âîïðîñ

Âåðíî ëè, ÷òî êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ àêñèàëüíàÿ àëãåáðà
éîðäàíîâà òèïà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíîé?

Íàáëþäåíèå

Êëþ÷åâîé ñëó÷àé � 4-ïîðîæä¼ííûå àëãåáðû, ïîñêîëüêó
ëèíåàðèçîâàííîå òîæäåñòâî éîðäàíà âûãëÿäèò òàê:

(xz , y ,w) + (zw , y , x) + (wx , y , z) = 0,

ãäå (a, b, c) := (ab)c − a(bc) � àññîöèàòîð.



Èíâîëþöèè Ìèÿìîòî

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A � àêñèàëüíàÿ àëãåáðà éîðäàíîâà òèïà η. Ïîñêîëüêó
òàáëèöà ñëèÿíèÿ J (η) ÿâëÿåòñÿ Z2-ãðàäóèðîâàííîé, äëÿ
êàæäîé îñè a ∈ A ìîæíî ïîñòðîèòü èíâîëþòèâíûé
àâòîìîðôèçì τa:
Îïðåäåëèì X+ = A1(a)⊕ A0(a) è X− = Aη(a), òî τa|X+ = 1X+ ,
τa|X− = −1X− .
Àâòîìîðôèçì τa íàçûâàåòñÿ èíâîëþöèåé Ìèÿìîòî.

Ïðèìåð: A = Mη(G ,D) � àëãåáðà Ìàöóî. Åñëè a, b ∈ D, òî
aτb = ab.

Ëåììà
Åñëè α ∈ Aut(A), òî (τa)

α = τaα .



Òâ¼ðäàÿ ïîäàëãåáðà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì îñåé X . Ïîäàëãåáðà,
B = 〈a, b〉, ïîðîæä¼ííàÿ äâóìÿ îñÿìè a è b ∈ X òàêèìè, ÷òî
dimB = 3 è |τaτb| > 4, íàçûâàåòñÿ òâ¼ðäîé.

Òåîðåìà (Ãîðøêîâ, Ñ., Øïåêòîðîâ, 2022�)

Åñëè B � òâ¼ðäàÿ ïîäàëãåáà, òî êàæäûé ïðèìèòèâíûé
èäåìïîòåíò èç B ÿâëÿåòñÿ îñüþ â A.



Ãðóïïû éîðäàíîâà òèïà

Îïðåäåëåíèå

Åñëè A ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì îñåé X , òî G = 〈τx | x ∈ X 〉
íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé éîðäàíîâà òèïà.

Ïðèìåð

Ãðóïïû 3-òðàíñïîçèöèé áåç öåíòðà � ãðóïïû éîðäàíîâà òèïà.

Çàäà÷à

Êàêèå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè éîðäàíîâà òèïà?



Ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà

Ïóñòü A ïîðîæäàåòñÿ òðåìÿ îñÿìè a, b, c . Îïðåäåëèì
G = 〈τa, τb, τc〉 è D = τGa ∪ τGb ∪ τGc . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (G ,D)
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé 4-òðàíñïîçèöèé, è G íå ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ
ýëåìåíòàìè èç D. Òîãäà âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ
óñëîâèé:
• dimA = 9 è

G ∈ {PSL2(7), ((Z4 × Z4) : Z3) : Z2, (Z3 × Z3) : Z2};
• dimA = 6 è G = S4;

• dimA = 4 è G = S4,D12.

Ëåììà
Ïóñòü a, b, c � òðè îñè â A è G = 〈τa, τb, τc〉. Îáîçíà÷èì
B = 〈〈a, b, c〉〉 � ïîäàëãåáðà, ïîðîæä¼ííàÿ a, b è c . Òîãäà B
èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ τa, τb, τc è ÿäðî
ãîìîìîðôèçìà èç G â ãðóïïó, ïîëó÷àþùóþñÿ ñóæåíèåì
ýëåìåíòîâ G íà B , ëåæèò â Z (G ).



Ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà

Ïóñòü G = 〈τa, τb, τc〉 äëÿ òð¼õ îñåé a, b, c àëãåáðû A. Ïóñòü H
ïîðîæäàåòñÿ ñóæåíèÿìè τa, τb, τc íà ïîäàëãåáðó, ïîðîæä¼ííóþ
a, b è c . Òîãäà

• åñëè H = PSL2(7), òî G ∈ {PSL2(7),Z2 × PSL2(7)};
• åñëè H = ((Z4 × Z4) : Z3) : Z2, òî G = H;

• åñëè H = (Z3×Z3) : Z2}, òî G ∈ {H, ((Z3×Z3) : Z3) : Z2};
• åñëè H = S4, òî G ∈ {S4,Z2 × S4};
• åñëè H = Z2×Z2, òî G ∈ {H,Z2×Z2×Z2, (Z4×Z2) : Z2};
• åñëè H = D12, òî G ∈ {D12, (Z6 × Z2) : Z2}.



×òî äàëüøå

Øïåêòîðîâ è Ìàêèíðîé ïðåäëîæèëè â 2020 ãîäó àëãîðèòì
ïîñòðîåíèÿ ïî äàííîé ãðóïïå âñåâîçìîæíûõ àêñèàëüíûõ àëãåáð
éîðäàíîâà òèïà, áàçèñ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
èíâîëþöèé èç ñîïðÿæ¼ííîãî êëàññà.

Çàäà÷à

Îïèñàòü âñå 4-ïîðîæä¼ííûå ãðóïïû 4-òðàíñïîçèöèé ñ
îãðàíè÷åíèÿìè íà 3-ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû èç òåîðåìû.
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