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Ðåçþìå

Ôîðìóëà Ðîõëèíà äëÿ êîìïëåêñíûõ îðèåíòàöèé íåîñîáîé ïëîñêîé
âåùåñòâåííîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ÷¼òíîé ñòåïåíè, ðàçáèâàþùåé
ñâîþ êîìïëåêñèôèêàöèþ, ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó÷àé íåîñîáîé
íå÷¼òíîìåðíîé ïðîåêòèâíîé âåùåñòâåííîé àëãåáðàè÷åñêîé
ãèïåðïîâåðõíîñòè ÷¼òíîé ñòåïåíè, ãîìîëîãè÷íîé íóëþ â
êîìïëåêñèôèêàöèè, è øèðå, íà ñëó÷àé ïàðû 4n- è (4n− 2)-ìåðíûõ
ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé Y ⊃ X, íà êîòîðûõ äåéñòâóåò
ãëàäêàÿ èíâîëþöèÿ conj, àíòèãîëîìîðôíàÿ îòíîñèòåëüíî ïî÷òè
êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû, ïðè÷¼ì ìíîæåñòâî RX = fix conj|X
ãîìîëîãè÷íî íóëþ êàê â X, òàê è â RY .
Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé
ëþáîé ðàçìåðíîñòè, ãîìîëîãè÷íûõ íóëþ â ñâîåé êîìïëåêñèôèêàöèè.
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Ïðåäìåò äîêëàäà ñâÿçàí ñ 1-é ÷àñòüþ 16-é ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà:
èçó÷åíèåì òîïîëîãèè âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé,
âêëþ÷àþùèì îãðàíè÷åíèÿ íà òîïîëîãèþ è ïîñòðîåíèÿ òàêèõ
ìíîãîîáðàçèé.

Íåîñîáàÿ âåùåñòâåííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ A ïðèíàäëåæèò òèïó{
I, åñëè CA \ RA íåñâÿçíî (ðàçáèâàþùàÿ êðèâàÿ)
II, åñëè CA \ RA ñâÿçíî,

ãäå CA � ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ òî÷åê êðèâîé A.

...

...

:

Êðèâàÿ òèïà I èìååò êîìïëåêñíûå îðèåíòàöèè.
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Ïëîñêèå êðèâûå

Ââåäåíèå

Ïîíÿòèå òèïà êðèâîé ââ¼ë Ô. Êëåéí (1876), à êîìïëåêñíûå
îðèåíòàöèè � Â.À. Ðîõëèí (1974 � äëÿ M -êðèâûõ, 1978 � äëÿ êðèâûõ
òèïà I).

Ðîõëèí ïîëó÷èë ôîðìóëó êîìïëåêñíûõ îðèåíòàöèé � îãðàíè÷åíèå íà
ñâÿçü ðàñïîëîæåíèé RA â CA è RA â RP2.

RA ⊂ RP 2 :

Двусторонняя 
  компонента 
      (овал)

Внутренность
       овала

Односторонняя 
   компонента
(псевдопрямая)
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Îïðåäåëåíèÿ

инъективная пара овалов положительная пара отрицательная пара

положительный овал

отрицательный овал

псевдопрямая
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Ïëîñêèå êðèâûå

Ôîðìóëû Ðîõëèíà è Ðîõëèíà-Ìèøà÷¼âà

Ïóñòü m � ñòåïåíü íåîñîáîé âåùåñòâåííîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé
òèïà I, è l � ÷èñëî îâàëîâ êðèâîé.

Ôîðìóëà Ðîõëèíà (Ðîõëèí 1978):
äëÿ ÷¼òíîãî m = 2k

l + 2(Π− −Π+) = k2,

ãäå Π+(Π−) � ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ (îòðèöàòåëüíûõ) ïàð îâàëîâ.

Ôîðìóëà Ðîõëèíà-Ìèøà÷¼âà (Í.Ì. Ìèøà÷¼â 1975, Ðîõëèí 1978):
äëÿ íå÷¼òíîãî m = 2k + 1

l + (Λ− − Λ+) + 2(Π− −Π+) = k2 + k,

ãäå Λ+(Λ−) � ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ (îòðèöàòåëüíûõ) îâàëîâ.
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Êðèâûå íà ïîâåðõíîñòÿõ

Ôîðìóëà Îðåâêîâà äëÿ êðèâûõ íà ñôåðå

Ïàðà îâàëîâ íà ñôåðå ïîëîæèòåëüíà, åñëè èõ îðèåíòàöèè çàäàþòñÿ
îðèåíòàöèåé êîëüöà ìåæäó íèìè, è îòðèöàòåëüíà â ïðîòèâíîì ñëó÷àå:

положительная пара отрицательная пара

Êðèâàÿ A :

{
x2
0 + x2

1 + x2
2 = x2

3

f(x0, . . . , x3) = 0
íà ñôåðå èìååò áèñòåïåíü (m,m),

åñëè deg f = m.

Ôîðìóëà Îðåâêîâà (Ñ.Þ. Îðåâêîâ 2007): äëÿ êðèâîé áèñòåïåíè
(m,m)

l + 2(Π− −Π+) = m2,

ãäå Π+(Π−) � ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ (îòðèöàòåëüíûõ) ïàð îâàëîâ.

Ïóñòü p : S2 → RP 2 � 2-ëèñòíîå íàêðûòèå, ðàçâåòâë¼ííîå íàä ìíèìîé
êîíèêîé x2

0 + x2
1 + x2

2 = 0. A ⊂ RP 2 � ðàçáèâàþùàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè m.
Ôîðìóëà Îðåâêîâà äëÿ p−1(A) ðàâíîñèëüíà ôîðìóëå Ðîõëèíà äëÿ
÷¼òíîãî m è ôîðìóëå Ðîõëèíà-Ìèøà÷¼âà äëÿ íå÷¼òíîãî m.
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Ðàçáèâàþùàÿ êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü B � íåîñîáàÿ âåùåñòâåííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü,

A ⊂ B � íåîñîáàÿ âåùåñòâåííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ òèïà I,
íàäåë¼ííàÿ êîìïëåêñíîé îðèåíòàöèåé, è RA îðèåíòèðîâàíà êàê
∂CA+.

Ïóñòü B1, . . . , Bl � âñå îðèåíòèðóåìûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
ìíîæåñòâà RB ∖ RA. Íàäåëèì èõ íåêîòîðîé îðèåíòàöèåé.

Åñëè RA ðåàëèçóåò íóëü â H1(RB;Q), òî ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííàÿ
2-öåïü x â RB ñ ∂c = RA.
Èìååì ðàâåíñòâà äëÿ öåïåé: CA = CA+ + CA−,
∂CA+ = −∂CA− = RA. Îïðåäåëèì öèêëû
ξ(x) = CA+ − x, η(x) = CA− + x.
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Ôîðìóëû êîìïëåêñíûõ îðèåíòàöèé êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè

x =
∑

xj [Bj ] � ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó.

01
0

-1

2

1

Òåîðåìà (àâòîð 1982)

1
∑

x2
jχ(Bj) = ξ(x)η(x).

2 Äëÿ êîìïîíåíòû B′ ìíîæåñòâà RB ïóñòü B′
1, . . . , B

′
l′ � âñå

êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà B′ ∖ RA. Åñëè B′ íåîðèåíòèðóåìà,

ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëà x′
j îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî, à åñëè B′

îðèåíòèðóåìà, è å¼ îðèåíòàöèÿ çàäà¼ò îðèåíòàöèþ âñåõ B′
j , òî∑

x′
jχ(B

′
j) = ξ(x)[B′] = −η(x)[B′],

ïðè÷¼ì â ñëó÷àå χ(B′) ̸= 0 ÷èñëà x′
j îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî

óñëîâèåì
∑

x′
jχ(B

′
j) = 0.

Ôîðìóëû Ðîõëèíà, Ðîõëèíà-Ìèøà÷¼âà, Îðåâêîâà ïîëó÷àþòñÿ èç ïåðâîé
ôîðìóëû òåîðåìû.
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Ôîðìóëû êîìïëåêñíûõ îðèåíòàöèé êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñäâèãàåì ξ(x) âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ iv è åãî ïðîäîëæåíèÿ íà CA+, ãäå
v � êàñàòåëüíîå ïîëå íà RB � êàñàåòñÿ êðèâîé RA è íàïðàâëåíî âäîëü
êîìïëåêñíîé îðèåíòàöèè. Ïîëó÷àåì öèêë ξv(x) = C(A+)v − xv.
ξ(x)η(x) = ξv(x)η(x) = −xvx = −

∑
x2
j [B

v
j ][Bj ] = −

∑
x2
j ind(iv|Bj ) =∑

x2
j ind(v|Bj ) =

∑
x2
jχ(Bj).

2-å ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

...

...

:
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Èíòåãðèðîâàíèå ïî ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêå

Î.ß. Âèðî â 1988 ã. ââ¼ë ïîíÿòèå èíòåãðàëà ïî ýéëåðîâîé
õàðàêòåðèñòèêå äëÿ êóñî÷íî ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé:
Ïóñòü {Bj} � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà B, f(x) = yj , åñëè x ∈ Bj . Òîãäà∫
B
f(x)dχ(x) :=

∑
yjχ(Bj).

Âèðî ââ¼ë ïîíÿòèå èíäåêñà òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè B îòíîñèòåëüíî
îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé C ⊂ B :
indC(x) = xj , åñëè x ∈ Bj â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû,

Îí çàïèñàë, ôîðìóëû Ðîõëèíà, Ðîõëèíà-Ìèøà÷¼âà äëÿ ïëîñêîé
ðàçáèâàþùåé êðèâîé ñòåïåíè m, íàäåë¼ííîé êîìïëåêñíîé
îðèåíòàöèåé, â âèäå∫
RP2

ind2
RA(x)dχ(x) =

m2

4
.
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4
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∑

kjAj ïðèíàäëåæèò
òèïó I, åñëè âåùåñòâåííûå íîðìàëèçàöèè Wj âñåõ êðèâûõ Aj èìåþò
òèï I.
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×èñëî µ, öèêëû ξ(x), η(x)

Äëÿ A =
∑

kjAj ∈ I îïðåäåëåíû 2q êîìïëåêñíûõ îðèåíòàöèé.
Çàôèêñèðóåì îäíó èç íèõ òàê, ÷òîáû RAj = ∂CW+

j .

pj : CWj → CA � ïðîåêöèÿ íîðìàëèçàöèè; µij � ÷èñëî ìíèìûõ òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé pi(CW+

i ), pj(CW−
j ) c ó÷¼òîì êðàòíîñòåé;

µ =
∑

kikjµij .

Ïóñòü B1, . . . , Bl � âñå îðèåíòèðóåìûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
ìíîæåñòâà RB ∖ RA. Íàäåëèì èõ íåêîòîðîé îðèåíòàöèåé.

Åñëè RA ðåàëèçóåò íóëü â H1(RB;Q), òî ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííàÿ
2-öåïü x â RB ñ ∂c = RA.
Îïðåäåëèì 2-öèêëû
ξ(x) =

∑
kjpj(CW+

j )− x, η(x) =
∑

kjpj(CW−
j ) + x.
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Êðèâûå ñ îñîáåííîñòÿìè

Âåêòîðíûå ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè

T � ðåãóëÿðíàÿ îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà RA â RB.
N = {v � êàñàòåëüíîå ïîëå íà RB| ÷èñëî íóëåé v êîíå÷íî,
v(SingRA) = 0, v(T ∖ SingRA) ̸= 0, v|RA êàñàåòñÿ RA, íàïðàâëåíî
âäîëü êîìïëåêñíîé îðèåíòàöèè, è v|∂T íàïðàâëåíî âíóòðü T}.

T

z
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Êðèâûå ñ îñîáåííîñòÿìè

×èñëà ωz(x, v), ω
′
z(x, v)

v ∈ N � âåêòîðíîå ïîëå, z ∈ RA � îñîáàÿ òî÷êà êðèâîé A, D(z) �
îòêðûòûé øàð â CB ñ öåíòðîì â òî÷êå z, S(z) = ∂D(z) � 3-ñôåðà, è
ïóñòü â D(z)∖ z íåò îñîáåííîñòåé ïîëÿ v .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ξz(x) = ξ(x) ∩ S(z), ηz(x) = η(x) ∩ S(z) 1-öèêëû
íà 3-ñôåðå S(z).

Äëÿ îðèåíòèðóåìîé êîìïîíåíòû B′ ïîâåðõíîñòè B åñëè å¼ îðèåíòàöèÿ
çàäà¼ò îðèåíòàöèþ âñåõ B′

j , òî βz = B′ ∩ S(z) � 1-öèêë íà S(z)..

Öèêë ξvz (x) íà S(z) ïîëó÷àåòñÿ ñäâèãîì âäîëü ïðîäîëæåíèÿ íà ξz(x)
ïîëÿ iv.

ωz(x, v), ω
′
z(x, v) � êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ öèêëîâ ξvz (x), ηz(x) è

ξvz (x), βz â S(z).
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Ôîðìóëû êîìïëåêñíûõ îðèåíòàöèé îñîáîé êðèâîé

x =
∑

xj [Bj ] � ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó.

Òåîðåìà (àâòîð 1983)

1 Äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ v ∈ N∑
x2
jχ(Bj) +

∑
z

ωz(x, v) + µ = ξ(x)η(x)

.

2 Äëÿ êîìïîíåíòû B′ ìíîæåñòâà RB ïóñòü B′
1, . . . , B

′
l′ � âñå
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j îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî, à åñëè B′

îðèåíòèðóåìà, òî∑
x′
jχ(B

′
j) +

∑
z∈B′

= ξ(x)[B′] = −η(x)[B′],

ïðè÷¼ì â ñëó÷àå χ(B′) ̸= 0 ÷èñëà x′
j îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî

óñëîâèåì ξ(x)[B′] = −η(x)[B′] = 0.
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ωz(x, v), ω
′
z(x, v) äëÿ ïðîñòûõ îñîáåííîñòåé

Íàõîæäåíèå ÷èñåë ωz(x, v), ω
′
z(x, v) ìîæíî ñâåñòè, èñïîëüçóÿ èõ

ïîâåäåíèå ïðè ðàçäóòèè B â òî÷êå z, ê âû÷èñëåíèþ â ñëó÷àå, êîãäà z
� ïðîñòàÿ äâîéíàÿ òî÷êà;

Åñëè èçâåñòíî âîçìóùåíèå äèâèçîðà A =
∑

kjAj , óñòðàíÿþùåå
îñîáåííîñòü â òî÷êå z è ïðèâîäÿùåå ê äèâèçîðó òèïà I, ÷èñëà
ωz(x, v), ω

′
z(x, v) íåòðóäíî íàéòè.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ëþáîé ïðîñòîé îñîáåííîñòè (ò.å. äëÿ
An, Dn, E6, E7, E8) óêàçàíû â ìîåé ðàáîòå 1983 ã.
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Îáîáùåíèÿ êîìïëåêñíûõ îðèåíòàöèé

Èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ

Êðèâàÿ A ðàçáèâàþùàÿ ⇔ [RA] = 0 â H1(CA;Z2).

Î.ß. Âèðî, Êîìïëåêñíûå îðèåíòàöèè âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

ïîâåðõíîñòåé, ÓÌÍ 37:4 (1982) ñ. 93,
ïåðåí¼ñ ïîíÿòèå êîìïëåêñíûõ îðèåíòàöèé íà ñëó÷àé íåîñîáîé
ïîâåðõíîñòè X ñ [RX] = 0 â H2(CX;Z2),

È. Î. Êàëèíèí, Êîãîìîëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âåùåñòâåííûõ

ïðîåêòèâíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé, Àëãåáðà è àíàëèç, 1991, òîì 3,
âûïóñê 2, 91�110,
A.I.Degtyarev, Stiefel orientations of a real algebraic variety, Proc. of the
Rennes Conf. on Real Algebraic Geometry, Lect Notes in Math., 1992.
O. Viro Complex orientations of real algebraic surfaces, Topology of
manifolds and varieties, Advances of Soviet Math. 18 (1994), 261-284,

îáîáùèëè ïîíÿòèå êîìïëåêñíûõ îðèåíòàöèé íà ñëó÷àé íåîñîáîãî
âåùåñòâåííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè, íî
íå ïîëó÷èëè àíàëîã ôîðìóëû Ðîõëèíà, ò.ê. â ýòèõ ðàáîòàõ
[RX] ∼ 0 mod 2 â CX, à íå öåëî÷èñëåííî.
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A.I.Degtyarev, Stiefel orientations of a real algebraic variety, Proc. of the
Rennes Conf. on Real Algebraic Geometry, Lect Notes in Math., 1992.
O. Viro Complex orientations of real algebraic surfaces, Topology of
manifolds and varieties, Advances of Soviet Math. 18 (1994), 261-284,

îáîáùèëè ïîíÿòèå êîìïëåêñíûõ îðèåíòàöèé íà ñëó÷àé íåîñîáîãî
âåùåñòâåííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè, íî
íå ïîëó÷èëè àíàëîã ôîðìóëû Ðîõëèíà, ò.ê. â ýòèõ ðàáîòàõ
[RX] ∼ 0 mod 2 â CX, à íå öåëî÷èñëåííî.



Ââåäåíèå è èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ Îïðåäåëåíèÿ Ïðèìåðû Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Îáîáùåíèÿ êîìïëåêñíûõ îðèåíòàöèé

Èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ

Êðèâàÿ A ðàçáèâàþùàÿ ⇔ [RA] = 0 â H1(CA;Z2).

Î.ß. Âèðî, Êîìïëåêñíûå îðèåíòàöèè âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

ïîâåðõíîñòåé, ÓÌÍ 37:4 (1982) ñ. 93,
ïåðåí¼ñ ïîíÿòèå êîìïëåêñíûõ îðèåíòàöèé íà ñëó÷àé íåîñîáîé
ïîâåðõíîñòè X ñ [RX] = 0 â H2(CX;Z2),

È. Î. Êàëèíèí, Êîãîìîëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âåùåñòâåííûõ

ïðîåêòèâíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé, Àëãåáðà è àíàëèç, 1991, òîì 3,
âûïóñê 2, 91�110,
A.I.Degtyarev, Stiefel orientations of a real algebraic variety, Proc. of the
Rennes Conf. on Real Algebraic Geometry, Lect Notes in Math., 1992.
O. Viro Complex orientations of real algebraic surfaces, Topology of
manifolds and varieties, Advances of Soviet Math. 18 (1994), 261-284,

îáîáùèëè ïîíÿòèå êîìïëåêñíûõ îðèåíòàöèé íà ñëó÷àé íåîñîáîãî
âåùåñòâåííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè, íî
íå ïîëó÷èëè àíàëîã ôîðìóëû Ðîõëèíà, ò.ê. â ýòèõ ðàáîòàõ
[RX] ∼ 0 mod 2 â CX, à íå öåëî÷èñëåííî.



Ââåäåíèå è èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ Îïðåäåëåíèÿ Ïðèìåðû Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Êîìïëåêñíàÿ W-îðèåíòàöèÿ

X � íåîñîáîå âåùåñòâåííîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå
ðàçìåðíîñòè d, CX � ìíîæåñòâî åãî êîìïëåêñíûõ òî÷åê, RX �
ìíîæåñòâî åãî âåùåñòâåííûõ òî÷åê.

Ïóñòü RX ̸= ∅ îðèåíòèðîâàíî è [RX] = 0 â Hd(CX)
(êîðî÷å, RX ∼ 0 â CX).

W ÿâëÿåòñÿ (d+ 1)-ìåðíîé îðèåíòèðîâàííîé öåïüþ ñ ∂W = RX.
Óêàçàííàÿ îðèåíòàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ RX íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé

W-îðèåíòàöèåé.
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Ïðèìåð: âðàùåíèå

Ïóñòü C1 ⊂ P 2 : f(x0, x1, x
2
2) = 0 � íåîñîáàÿ âåùåñòâåííàÿ êðèâàÿ

÷¼òíîé ñòåïåíè, ðàçáèâàþùàÿ ñâîþ êîìïëåêñèôèêàöèþ. Îíà
ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé L : x2 = 0.

Ïóñòü RC1 ∩ RL = ∅. Òîãäà å¼ êîìïëåêñíàÿ îðèåíòàöèÿ ñèììåòðè÷íà

îòíîñèòåëüíî RL.
Ïîâåðõíîñòü RC2 ⊂ P 3 : f(x0, x1, x

2
2 + x2

3) = 0 ïîëó÷àåòñÿ âðàùåíèåì
êðèâîé RC1 â RP 3 âîêðóã RL è ãîìîëîãè÷íà íóëþ â
êîìïëåêñèôèêàöèè.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìîæíî äëÿ ëþáîãî n ≥ 1 ïîëó÷èòü
íåîñîáóþ âåùåñòâåííóþ n-ìåðíóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü Cn ⊂ Pn+1

÷¼òíîé ñòåïåíè ãîìîëîãè÷íóþ íóëþ â êîìïëåêñèôèêàöèè.
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...

Äëÿ äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ p : X → RP 2, ðàçâåòâë¼ííîãî íàä A, ó
êîòîðîãî p(RX) íå ñîäåðæèò âíóòðåííåãî îâàëà ãíåçäà, RX ∼ 0 â CX.
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Ïðèìåð: êðàé òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè

Ïóñòü A ⊂ Pn :

{
f(x0, . . . , xn) = 0
g(x0, . . . , xn) = 0

� íåîñîáîå ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå

âåùåñòâåííûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé îäèíàêîâîé ñòåïåíè m,
B ⊂ Pn : f2 + g2 = ε2x2m

0 è B̃ � íåîñîáîå ìíîãîîáðàçèå, ïîëó÷åííîå
ðàçäóòèåì îñîáåííîñòè B ∩ {x0 = 0}.

Òåîðåìà. Åñëè RA ∼ 0 â CA, òî RB̃ ∼ 0 â CB̃ ïðè ìàëîì ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Aφ ⊂ Pn :

{
f(x0, . . . , xn) = εxm

0 cosφ
g(x0, . . . , xn) = εxm

0 sinφ
. Òîãäà

Aφ ⊂ B è RAφ ∼ 0 â CAφ ïðè ìàëîì ε è, åñëè Ãφ ⊂ B̃ � ñîáñòâåííûé
ïðîîáðàç ìíîãîîáðàçèÿ Aφ, òî RÃφ ∼ 0 â CÃφ. Ïîýòîìó
RB̃ =

⋃
φ∈[0,2π) RÃφ ∼ 0 â CB̃.

A
f=0

g=0
B:
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Ðàññëîåíèÿ

ßñíî, ÷òî åñëè RX ∼ 0 â CX èëè RY ∼ 0 â CY , òî RX × RY ∼ 0 â
CX × CY .
Áîëåå îáùàÿ ñèòóàöèÿ:
Ïóñòü p : E → B � ãëàäêîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå íåîñîáûõ

âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñ îðèåíòèðóåìûìè RB è

RE è íåîñîáûìè ñëîÿìè. Òîãäà åñëè RF ∼ 0 â CF äëÿ êàæäîãî ñëîÿ

F , òî RE ∼ 0 â CE.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè p : Σ → B ñ
îðèåíòèðóåìûì RΣ, ò.å. ñîñòîÿùèì èç òîðîâ, (íàïðèìåð, äëÿ
ïîâåðõíîñòè Õèðöåáðóõà Σ2k) RΣ ∼ 0 â CΣ.
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Ìíîãîîáðàçèÿ íå÷¼òíîé ðàçìåðíîñòè: ðàçäóòèå
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Ôîðìóëà êîìïëåêñíûõ îðèåíòàöèé

X ⊂ P 2n � íåîñîáàÿ âåùåñòâåííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ñ
RX ∼ 0 â CX;

W � 2n-ìåðíàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ öåïü ñ ∂W = RX è ñ
W ∩ conjW = ∅;
B1, . . . , Bl � âñå îðèåíòèðóåìûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
RP 2n \ RX,

bj êëàññ, îïðåäåëÿåìûé â H2n(RP 2n,RX;Q) ìíîæåñòâîì Bj ,
íàäåë¼ííûì íåêîòîðîé îðèåíòàöèåé.

Åñëè RX ðåàëèçóåò íóëü â H2n−1(RP 2n;Q), òî ñóùåñòâóþò òàêèå
x1, . . . , xl ∈ Q, ÷òî îáðàç êëàññà x =

∑
xjbj ïðè ãðàíè÷íîì

ãîìîìîðôèçìå H2n(RP 2n,RX;Q) → H2n−1(RX;Q) åñòü
ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ [RX] = [∂ W ] ãèïåðïîâåðõíîñòè RX,
íàäåë¼ííîé êîìïëåêñíîé W -îðèåíòàöèåé;

êëàññû ξ(x), η(x) ∈ H2n(CP 2n;Q) ðåàëèçóþòñÿ öèêëàìè
W − x, x− conjW .

Òåîðåìà (Ôîðìóëà êîìïëåêñíûõ îðèåíòàöèé äëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè)∑
x2
jχ(Bj) = ξ(x)η(x).
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x1, . . . , xl ∈ Q, ÷òî îáðàç êëàññà x =

∑
xjbj ïðè ãðàíè÷íîì

ãîìîìîðôèçìå H2n(RP 2n,RX;Q) → H2n−1(RX;Q) åñòü
ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ [RX] = [∂ W ] ãèïåðïîâåðõíîñòè RX,
íàäåë¼ííîé êîìïëåêñíîé W -îðèåíòàöèåé;

êëàññû ξ(x), η(x) ∈ H2n(CP 2n;Q) ðåàëèçóþòñÿ öèêëàìè
W − x, x− conjW .

Òåîðåìà (Ôîðìóëà êîìïëåêñíûõ îðèåíòàöèé äëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè)∑
x2
jχ(Bj) = ξ(x)η(x).



Ââåäåíèå è èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ Îïðåäåëåíèÿ Ïðèìåðû Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ìíîãîîáðàçèÿ íå÷¼òíîé ðàçìåðíîñòè

Çàìå÷àíèå

Äëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè X ñòåïåíè m â ôîðìóëå êîìïëåêñíûõ îðèåíòàöèé
âî âñåõ ïîñòðîåííûõ ïðèìåðàõ äëÿ îðèåíòèðîâàííîé öåïè W ñ ∂W = RX
óñëîâèå W ∩ conjW = ∅ âûïîëíåíî, è ξ(x)η(x) = m2/4 â ôîðìóëå
êîìïëåêñíûõ îðèåíòàöèé.



Ââåäåíèå è èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ Îïðåäåëåíèÿ Ïðèìåðû Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïî÷òè êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ

Êîìïëåêñíûå îðèåíòàöèè äëÿ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé

X � ïî÷òè êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå, ðàçìåðíîñòè 2d, íà êîòîðîì
äåéñòâóåò ãëàäêàÿ èíâîëþöèÿ conj ñ íåïóñòûì îðèåíòèðóåìûì
ìíîæåñòâîì âåùåñòâåííûõ òî÷åê RX = fix conj;

Ïóñòü ìíîæåñòâî RX, íàäåë¼ííîå íåêîòîðîé îðèåíòàöèåé, ðåàëèçóåò
íóëåâîé êëàññ â Hd(X) è W ÿâëÿåòñÿ (d+ 1)-ìåðíîé
îðèåíòèðîâàííîé öåïüþ ñ ∂W = RX. Óêàçàííàÿ îðèåíòàöèÿ
ìíîãîîáðàçèÿ RX íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé W-îðèåíòàöèåé.



Ââåäåíèå è èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ Îïðåäåëåíèÿ Ïðèìåðû Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïî÷òè êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ

Êîìïëåêñíûå îðèåíòàöèè äëÿ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé

X � ïî÷òè êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå, ðàçìåðíîñòè 2d, íà êîòîðîì
äåéñòâóåò ãëàäêàÿ èíâîëþöèÿ conj ñ íåïóñòûì îðèåíòèðóåìûì
ìíîæåñòâîì âåùåñòâåííûõ òî÷åê RX = fix conj;

Ïóñòü ìíîæåñòâî RX, íàäåë¼ííîå íåêîòîðîé îðèåíòàöèåé, ðåàëèçóåò
íóëåâîé êëàññ â Hd(X) è W ÿâëÿåòñÿ (d+ 1)-ìåðíîé
îðèåíòèðîâàííîé öåïüþ ñ ∂W = RX. Óêàçàííàÿ îðèåíòàöèÿ
ìíîãîîáðàçèÿ RX íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé W-îðèåíòàöèåé.



Ââåäåíèå è èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ Îïðåäåëåíèÿ Ïðèìåðû Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïî÷òè êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ

Ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè 4n

Ïóñòü X � ïî÷òè êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 4n, íà êîòîðîì
äåéñòâóåò ãëàäêàÿ èíâîëþöèÿ conj.
Êàê è ðàíåå, ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîëó÷àåòñÿ èç ëåììû Àðíîëüäà.

Òåîðåìà

Åñëè RX ̸= ∅ îðèåíòèðîâàíî è RX ∼ 0 â X, òî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà

χ(Xi) = 0 äëÿ ëþáîé êîìïîíåíòû Xi ìíîæåñòâà RX.
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Ïî÷òè êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ

Ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè 4n

Ïóñòü X � ïî÷òè êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 4n, íà êîòîðîì
äåéñòâóåò ãëàäêàÿ èíâîëþöèÿ conj.
Êàê è ðàíåå, ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîëó÷àåòñÿ èç ëåììû Àðíîëüäà.

Òåîðåìà

Åñëè RX ̸= ∅ îðèåíòèðîâàíî è RX ∼ 0 â X, òî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà

χ(Xi) = 0 äëÿ ëþáîé êîìïîíåíòû Xi ìíîæåñòâà RX.



Ââåäåíèå è èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ Îïðåäåëåíèÿ Ïðèìåðû Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïî÷òè êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ

Ïàðà ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé

B � ïî÷òè êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 4n, íà êîòîðîì
äåéñòâóåò ãëàäêàÿ èíâîëþöèÿ conj ñ RB ̸= ∅;
A ⊂ B � åãî (4n− 2)-ìåðíîå ïî÷òè êîìïëåêñíîå ïîäìíîãîîáðàçèå,
èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî conj.

Ïóñòü RA ãîìîëîãè÷íî íóëþ â A, ïðè÷¼ì ñóùåñòâóåò 2n-ìåðíàÿ
îðèåíòèðîâàííàÿ öåïü ñ ∂W = RA è ñ W ∩ conjW = ∅.
B1, . . . , Bl � âñå îðèåíòèðóåìûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
RB ∖ RA.
bj êëàññ, îïðåäåëÿåìûé â H2n(RB,RA;Q) ìíîæåñòâîì Bj ,
íàäåë¼ííûì íåêîòîðîé îðèåíòàöèåé.

Åñëè RX ∼ 0 â CX, òî ñóùåñòâóþò òàêèå x1, . . . , xl ∈ Q, ÷òî îáðàç
êëàññà x =

∑
xjbj ïðè ãðàíè÷íîì ãîìîìîðôèçìå

H2n(RB,RA;Q) → H2n−1(RA;Q) åñòü ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ
[RA] = [∂ W ] ìíîãîîáðàçèÿ RA, íàäåë¼ííîãî êîìïëåêñíîé
W -îðèåíòàöèåé;

êëàññû ξ(x), η(x) ∈ Hn(B;Q) ðåàëèçóþòñÿ öèêëàìè W − x, x− conjW .



Ââåäåíèå è èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ Îïðåäåëåíèÿ Ïðèìåðû Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïî÷òè êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ

Ïàðà ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé

B � ïî÷òè êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 4n, íà êîòîðîì
äåéñòâóåò ãëàäêàÿ èíâîëþöèÿ conj ñ RB ̸= ∅;
A ⊂ B � åãî (4n− 2)-ìåðíîå ïî÷òè êîìïëåêñíîå ïîäìíîãîîáðàçèå,
èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî conj.

Ïóñòü RA ãîìîëîãè÷íî íóëþ â A, ïðè÷¼ì ñóùåñòâóåò 2n-ìåðíàÿ
îðèåíòèðîâàííàÿ öåïü ñ ∂W = RA è ñ W ∩ conjW = ∅.
B1, . . . , Bl � âñå îðèåíòèðóåìûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
RB ∖ RA.
bj êëàññ, îïðåäåëÿåìûé â H2n(RB,RA;Q) ìíîæåñòâîì Bj ,
íàäåë¼ííûì íåêîòîðîé îðèåíòàöèåé.

Åñëè RX ∼ 0 â CX, òî ñóùåñòâóþò òàêèå x1, . . . , xl ∈ Q, ÷òî îáðàç
êëàññà x =

∑
xjbj ïðè ãðàíè÷íîì ãîìîìîðôèçìå

H2n(RB,RA;Q) → H2n−1(RA;Q) åñòü ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ
[RA] = [∂ W ] ìíîãîîáðàçèÿ RA, íàäåë¼ííîãî êîìïëåêñíîé
W -îðèåíòàöèåé;

êëàññû ξ(x), η(x) ∈ Hn(B;Q) ðåàëèçóþòñÿ öèêëàìè W − x, x− conjW .



Ââåäåíèå è èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ Îïðåäåëåíèÿ Ïðèìåðû Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïî÷òè êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ

Ïàðà ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé

B � ïî÷òè êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 4n, íà êîòîðîì
äåéñòâóåò ãëàäêàÿ èíâîëþöèÿ conj ñ RB ̸= ∅;
A ⊂ B � åãî (4n− 2)-ìåðíîå ïî÷òè êîìïëåêñíîå ïîäìíîãîîáðàçèå,
èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî conj.

Ïóñòü RA ãîìîëîãè÷íî íóëþ â A, ïðè÷¼ì ñóùåñòâóåò 2n-ìåðíàÿ
îðèåíòèðîâàííàÿ öåïü ñ ∂W = RA è ñ W ∩ conjW = ∅.
B1, . . . , Bl � âñå îðèåíòèðóåìûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
RB ∖ RA.
bj êëàññ, îïðåäåëÿåìûé â H2n(RB,RA;Q) ìíîæåñòâîì Bj ,
íàäåë¼ííûì íåêîòîðîé îðèåíòàöèåé.

Åñëè RX ∼ 0 â CX, òî ñóùåñòâóþò òàêèå x1, . . . , xl ∈ Q, ÷òî îáðàç
êëàññà x =

∑
xjbj ïðè ãðàíè÷íîì ãîìîìîðôèçìå

H2n(RB,RA;Q) → H2n−1(RA;Q) åñòü ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ
[RA] = [∂ W ] ìíîãîîáðàçèÿ RA, íàäåë¼ííîãî êîìïëåêñíîé
W -îðèåíòàöèåé;

êëàññû ξ(x), η(x) ∈ Hn(B;Q) ðåàëèçóþòñÿ öèêëàìè W − x, x− conjW .



Ââåäåíèå è èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ Îïðåäåëåíèÿ Ïðèìåðû Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïî÷òè êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ

Ïàðà ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé

B � ïî÷òè êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 4n, íà êîòîðîì
äåéñòâóåò ãëàäêàÿ èíâîëþöèÿ conj ñ RB ̸= ∅;
A ⊂ B � åãî (4n− 2)-ìåðíîå ïî÷òè êîìïëåêñíîå ïîäìíîãîîáðàçèå,
èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî conj.

Ïóñòü RA ãîìîëîãè÷íî íóëþ â A, ïðè÷¼ì ñóùåñòâóåò 2n-ìåðíàÿ
îðèåíòèðîâàííàÿ öåïü ñ ∂W = RA è ñ W ∩ conjW = ∅.
B1, . . . , Bl � âñå îðèåíòèðóåìûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
RB ∖ RA.
bj êëàññ, îïðåäåëÿåìûé â H2n(RB,RA;Q) ìíîæåñòâîì Bj ,
íàäåë¼ííûì íåêîòîðîé îðèåíòàöèåé.

Åñëè RX ∼ 0 â CX, òî ñóùåñòâóþò òàêèå x1, . . . , xl ∈ Q, ÷òî îáðàç
êëàññà x =

∑
xjbj ïðè ãðàíè÷íîì ãîìîìîðôèçìå

H2n(RB,RA;Q) → H2n−1(RA;Q) åñòü ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ
[RA] = [∂ W ] ìíîãîîáðàçèÿ RA, íàäåë¼ííîãî êîìïëåêñíîé
W -îðèåíòàöèåé;

êëàññû ξ(x), η(x) ∈ Hn(B;Q) ðåàëèçóþòñÿ öèêëàìè W − x, x− conjW .



Ââåäåíèå è èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ Îïðåäåëåíèÿ Ïðèìåðû Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïî÷òè êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ

Ïàðà ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé

B � ïî÷òè êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 4n, íà êîòîðîì
äåéñòâóåò ãëàäêàÿ èíâîëþöèÿ conj ñ RB ̸= ∅;
A ⊂ B � åãî (4n− 2)-ìåðíîå ïî÷òè êîìïëåêñíîå ïîäìíîãîîáðàçèå,
èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî conj.

Ïóñòü RA ãîìîëîãè÷íî íóëþ â A, ïðè÷¼ì ñóùåñòâóåò 2n-ìåðíàÿ
îðèåíòèðîâàííàÿ öåïü ñ ∂W = RA è ñ W ∩ conjW = ∅.
B1, . . . , Bl � âñå îðèåíòèðóåìûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
RB ∖ RA.
bj êëàññ, îïðåäåëÿåìûé â H2n(RB,RA;Q) ìíîæåñòâîì Bj ,
íàäåë¼ííûì íåêîòîðîé îðèåíòàöèåé.

Åñëè RX ∼ 0 â CX, òî ñóùåñòâóþò òàêèå x1, . . . , xl ∈ Q, ÷òî îáðàç
êëàññà x =

∑
xjbj ïðè ãðàíè÷íîì ãîìîìîðôèçìå

H2n(RB,RA;Q) → H2n−1(RA;Q) åñòü ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ
[RA] = [∂ W ] ìíîãîîáðàçèÿ RA, íàäåë¼ííîãî êîìïëåêñíîé
W -îðèåíòàöèåé;

êëàññû ξ(x), η(x) ∈ Hn(B;Q) ðåàëèçóþòñÿ öèêëàìè W − x, x− conjW .



Ââåäåíèå è èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ Îïðåäåëåíèÿ Ïðèìåðû Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïî÷òè êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ

Ïàðà ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé

B � ïî÷òè êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 4n, íà êîòîðîì
äåéñòâóåò ãëàäêàÿ èíâîëþöèÿ conj ñ RB ̸= ∅;
A ⊂ B � åãî (4n− 2)-ìåðíîå ïî÷òè êîìïëåêñíîå ïîäìíîãîîáðàçèå,
èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî conj.

Ïóñòü RA ãîìîëîãè÷íî íóëþ â A, ïðè÷¼ì ñóùåñòâóåò 2n-ìåðíàÿ
îðèåíòèðîâàííàÿ öåïü ñ ∂W = RA è ñ W ∩ conjW = ∅.
B1, . . . , Bl � âñå îðèåíòèðóåìûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
RB ∖ RA.
bj êëàññ, îïðåäåëÿåìûé â H2n(RB,RA;Q) ìíîæåñòâîì Bj ,
íàäåë¼ííûì íåêîòîðîé îðèåíòàöèåé.

Åñëè RX ∼ 0 â CX, òî ñóùåñòâóþò òàêèå x1, . . . , xl ∈ Q, ÷òî îáðàç
êëàññà x =

∑
xjbj ïðè ãðàíè÷íîì ãîìîìîðôèçìå

H2n(RB,RA;Q) → H2n−1(RA;Q) åñòü ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ
[RA] = [∂ W ] ìíîãîîáðàçèÿ RA, íàäåë¼ííîãî êîìïëåêñíîé
W -îðèåíòàöèåé;

êëàññû ξ(x), η(x) ∈ Hn(B;Q) ðåàëèçóþòñÿ öèêëàìè W − x, x− conjW .



Ââåäåíèå è èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ Îïðåäåëåíèÿ Ïðèìåðû Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïî÷òè êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ

Ïàðà ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé

B � ïî÷òè êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 4n, íà êîòîðîì
äåéñòâóåò ãëàäêàÿ èíâîëþöèÿ conj ñ RB ̸= ∅;
A ⊂ B � åãî (4n− 2)-ìåðíîå ïî÷òè êîìïëåêñíîå ïîäìíîãîîáðàçèå,
èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî conj.

Ïóñòü RA ãîìîëîãè÷íî íóëþ â A, ïðè÷¼ì ñóùåñòâóåò 2n-ìåðíàÿ
îðèåíòèðîâàííàÿ öåïü ñ ∂W = RA è ñ W ∩ conjW = ∅.
B1, . . . , Bl � âñå îðèåíòèðóåìûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
RB ∖ RA.
bj êëàññ, îïðåäåëÿåìûé â H2n(RB,RA;Q) ìíîæåñòâîì Bj ,
íàäåë¼ííûì íåêîòîðîé îðèåíòàöèåé.

Åñëè RX ∼ 0 â CX, òî ñóùåñòâóþò òàêèå x1, . . . , xl ∈ Q, ÷òî îáðàç
êëàññà x =

∑
xjbj ïðè ãðàíè÷íîì ãîìîìîðôèçìå

H2n(RB,RA;Q) → H2n−1(RA;Q) åñòü ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ
[RA] = [∂ W ] ìíîãîîáðàçèÿ RA, íàäåë¼ííîãî êîìïëåêñíîé
W -îðèåíòàöèåé;

êëàññû ξ(x), η(x) ∈ Hn(B;Q) ðåàëèçóþòñÿ öèêëàìè W − x, x− conjW .
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Òåîðåìà

1
∑

x2
jχ(Bj) = ξ(x)η(x).

2 Äëÿ âñÿêîé îðèåíòèðóåìîé êîìïîíåíòû B′ ìíîæåñòâà RB ïóñòü [B′] �
å¼ ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ, è B′

1, . . . , B
′
l′ � âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè

ìíîæåñòâà B′ ∖ RA. Òîãäà∑
xjχ(B

′
j) = ξ(x)[B′] = −η(x)[B′]

.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå.


	   
	 
	  
	  
	  

	
	
	 
	  
	  
	  


