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Ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê

Îïðåäåëåíèå

Ñåìåéñòâîì ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â R3 íàçîâåì

ñîâîêóïíîñòü êâàäðèê, çàäàííûõ óðàâíåíèåì

(b − λ)(c − λ)x2 + (a− λ)(c − λ)y2 + (a− λ)(b − λ)z2 =

= (a− λ)(b − λ)(c − λ)

ãäå a > b > c è λ ∈ R � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Åñëè

êâàäðèêà Q èç ýòîãî ñåìåéñòâà òàêîâà, ÷òî λQ ðàâåí a, b èëè c ,
òî îíà íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé. Èíà÷å êâàäðèêó Q íàçûâàþò

íåâûðîæäåííîé.
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Òðè ñîôîêóñíûå êâàäðèêè

• Åñëè λ ∈ (−∞, c), òî Qλ � ýë-

ëèïñîèä.

• Åñëè λ ∈ (c , b), òî Qλ � îäíî-

ïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä.

• Åñëè λ ∈ (b, a), òî Qλ � äâó-

ïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä.
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Câîéñòâà ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ êâàäðèê

Óòâåðæäåíèå

Êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ñîôîêóñíûõ

êâàäðèê îðòîãîíàëüíû.

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü òî÷êà P = (x , y , z) òàêîâà, ÷òî x , y , z ̸= 0. Òîãäà ÷åðåç
ýòó òî÷êó ïðîõîäÿò â òî÷íîñòè 3 ñîôîêóñíûå êâàäðèêè. Áîëåå

òîãî, îäíà èç íèõ � ýëëèïñîèä, âòîðàÿ � îäíîïîëîñòíûé

ãèïåðáîëîèä, à òðåòüÿ � äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä.

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ââåñòè â R3 ýëëèïòè÷åñêèå

êîîðäèíàòû (λ1, λ2, λ3). Çäåñü λ1 ∈ (∞, c] � ïàðàìåòð ýëë.,

λ2 ∈ [b, c] � ïàðàìåòð îäí. ãèï., λ3 ∈ [b, a] � ïàðàìåòð äâ.

ãèï., ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó.
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Áèëëèàðäíûå ñòîëû

Îïðåäåëåíèå

Òðåõìåðíûì áèëëèàðäíûì ñòîëîì áóäåì íàçûâàòü

êîìïàêòíîå â R3 ìíîæåñòâî ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ,

îãðàíè÷åííîå êîíå÷íûì ÷èñëîì ãëàäêèõ ãðàíåé, ëåæàùèõ íà

êâàäðèêàõ ýòîãî ñåìåéñòâà, è èìåþùåå äâóãðàííûå óãëû

èçëîìà íà ãðàíèöå, ðàâíûå
π

2
.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äâèæåíèå øàðà

Ïóñòü Ω ⊂ R3 � áèëëèàðäíûé ñòîë. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ

äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó: ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà (øàð) åäèíè÷íîé

ìàññû äâèæåòñÿ âíóòðè Ω ïîä äåéñòâèåì ñèëû óïðóãîñòè (çàêîí

Ãóêà), îòðàæàÿñü îò ∂Ω àáñîëþòíî óïðóãî. Ìû ïðåäïîëàãàåì,

÷òî öåíòð ïîëÿ ñèë ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò.
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Ïåðâûå èíòåãðàëû çàäà÷è

Èíòåãðàë ýíåðãèè

H =
1

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2) +

k

2
(x2 + y2 + z2)

Äîïîëíèòåëüíûå ïåðâûå èíòåãðàëû

Íàéäåì äîïîëíèòåëüíûå ïåðâûå èíòåãðàëû, èñïîëüçóÿ ïåðâûå

èíòåãðàëû áèëëèàðäà áåç ïîòåíöèàëà. Ïî òåîðåìå ßêîáè�Øàëÿ

ïåðâûìè èíòåãðàëàìè çàäà÷è áåç ïîòåíöèàëà ÿâëÿþòñÿ

ïàðàìåòðû Λ1,Λ2 ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, êîòîðûõ îäíîâðåìåííî

êàñàþòñÿ ïðÿìûå òðàåêòîðèè øàðà. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

I1 = −H(Λ1 + Λ2), I2 = HΛ1Λ2. Îíè òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè

èíòåãðàëàìè áèëëèàðäà áåç ïîòåíöèàëà.
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Ïåðâûå èíòåãðàëû çàäà÷è

Èíòåãðàëû I1, I2 çàäà÷è áåç ïîòåíöèàëà

I1 =
c + b

2
ẋ2 +

a+ c

2
ẏ2 +

a+ b

2
ż2 − 1

2
(K 2

x + K 2
y + K 2

z )

I2 =
cb

2
ẋ2 +

ac

2
ẏ2 +

ab

2
ż2 − 1

2
(aK 2

x + bK 2
y + cK 2

z )

Èíòåãðàëû F1,F2 çàäà÷è ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà

Ìû áóäåì èñêàòü F1,F2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F1 = I1 + f1(x , y , z)

F2 = I2 + f2(x , y , z)



Ñîôîêóñíûå êâàäðèêè Îïèñàíèå çàäà÷è Áèôô. äèàãðàììà Òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ

Äîïîëîíèòåëüíûå ïåðâûå èíòåãðàëû

Äîïîëîíèòåëüíûå ïåðâûå èíòåãðàëû ïðè k ̸= 0

Ḟ1 = −k((c + b)xẋ + (a+ c)y ẏ + (a+ b)zż)+

+ ∂x f1ẋ + ∂y f1ẏ + ∂z f1ż = 0

Ḟ2 = −k(cbxẋ + acy ẏ + abzż) + ∂x f2ẋ + ∂y f2ẏ + ∂z f2ż = 0
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Äîïîëîíèòåëüíûå ïåðâûå èíòåãðàëû

Èíòåãðàëû F1,F2 çàäà÷è ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà

F1 =
c + b

2
ẋ2 +

a+ c

2
ẏ2 +

a+ b

2
ż2−

− 1

2
(K 2

x + K 2
y + K 2

z ) +
k

2
((b + c)x2 + (a+ c)y2 + (a+ b)z2)

F2 =
cb

2
ẋ2 +

ac

2
ẏ2 +

ab

2
ż2−

− 1

2
(aK 2

x + bK 2
y + cK 2

z ) +
k

2
(bcx2 + acy2 + abz2)
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Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ

Óòâåðæäåíèå

Äëÿ âñåõ i = 1, 2, 3 âåðíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

F2 − λiF1 + λ2
i H = 2∆ip

2
i +

k

2
∆i ,

ãäå ∆i = (a− λi )(b − λi )(c − λi ).

Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ

λ̇i =
∂H

∂pi
= 4

∆i

(λi − λj)(λi − λk)
pi



Ñîôîêóñíûå êâàäðèêè Îïèñàíèå çàäà÷è Áèôô. äèàãðàììà Òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ

Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ

Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ

Âûðàæàÿ pi èç óòâåðæäåíèÿ è ïîäñòàâëÿÿ åãî â â óðàâíåíèÿ

Ãàìèëüòîíà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

λ̇i = ± 4√
2(λi − λj)(λi − λk)

√
V (λi ),

ãäå

V (z) = (f2−zf1+z2h− k

2
(a−z)(b−z)(c−z))(a−z)(b−z)(c−z),

ãäå f1, f2, h � çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ F1,F2,H ñîîòâåòñòâåííî.
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Oáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ øàðà

Óòâåðæäåíèå

Ìíîãî÷ëåí V (z) èìååò 6 âåùåñòâåííûõ êîðíåé ñ ó÷åòîì

êðàòíîñòè.

Êîðíè V (z)

Ïóñòü ξ1, ξ2, ξ3, a, b, c � êîðíè ìíîãî÷ëåíà V (z) ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ξ1 ⩽ ξ2 ⩽ ξ3.
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Oáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ øàðà ïðè k > 0
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Oáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ øàðà ïðè k > 0
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Oáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ øàðà ïðè k > 0
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Oáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ øàðà ïðè k < 0
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Oáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ øàðà ïðè k < 0
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Oáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ øàðà ïðè k < 0
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Ïåðåõîä ê íîâûì ïåðâûì èíòåãðàëàì

Íîâûå ïåðâûå èíòåãðàëû

Ïîñêîëüêó ξ1 ⩽ ξ2 ⩽ ξ3 � êîðíè êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà,

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî çàâèñÿò òîëüêî îò ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

è êîíñòàíò a, b, c , k , òî ξ1, ξ2, ξ3 � ïåðâûå èíòåãðàëû

ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Òåîðåìà

Ôóíêöèè ξ1, ξ2, ξ3 � ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûå ïîïàðíî

êîììóòèðóþùèå (îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñêîáêè Ïóàññîíà)

ïåðâûå èíòåãðàëû ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.
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Îñîáûå òî÷êè

Îïðåäåëåíèå

Òî÷êó P =
(
ξ01 , ξ

0
2 , ξ

0
3

)
îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà áóäåì

íàçûâàòü îñîáîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç

ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

P ëåæèò íà ãðàíèöå îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà;

ñðåäè ÷èñåë ξ01 , ξ
0
2 , ξ

0
3 , a, b, c åñòü õîòÿ áû äâà ðàâíûõ.

Îïðåäåëåíèå

Áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà

(ξ1, ξ2, ξ3) áóäåì íàçûâàòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ åãî îñîáûõ òî÷åê.
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Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà. Ñëó÷àé k > 0
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Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà. Ñëó÷àé k < 0
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Êðàòíîñòü è âèäû îñîáûõ òî÷åê

Îïðåäåëåíèå

Îñîáóþ òî÷êó P áóäåì íàçûâàòü íåïðàâèëüíîé, åñëè ÷åðåç P
ïðîõîäÿò õîòÿ áû òðè ïëîñêîñòè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû,

ïåðåñåêàþùèåñÿ ïî îäíîé ïðÿìîé. Îñòàëüíûå îñîáûå òî÷êè

áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíûìè.

Îïðåäåëåíèå

Êðàòíîñòüþ îñîáîé òî÷êè P áóäåì íàçûâàòü êîëè÷åñòâî

ïëîñêîñòåé áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, ñîäåðæàùèõ ýòó

òî÷êó. Áóäåò îáîçíà÷àòü ýòî ÷èñëî ÷åðåç N(P).

Èç óñòðîéñòâà áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì âûòåêàåò, ÷òî

êðàòíîñòü ïðàâèëüíîé îñîáîé òî÷êè íå ïðåâîñõîäèò òðåõ.
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Íåïðàâèëüíûå îñîáûå òî÷êè ïðè k > 0
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Íåïðàâèëüíûå îñîáûå òî÷êè ïðè k < 0
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Âèäû ïðàâèëüíûõ îñîáûõ òî÷åê

Îïðåäåëåíèå

Ïðàâèëüíóþ îñîáóþ òî÷êó P áóäåì íàçûâàòü âíåøíåé, åñëè

îíà ëåæèò íà ãðàíèöå îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà. Èíà÷å

òî÷êó P áóäåì íàçûâàòü âíóòðåííåé.

Îïðåäåëåíèå

Âíåøíþþ îñîáóþ òî÷êó P òî÷êó áóäåì íàçûâàòü óãëîâîé, åñëè

îíà ëåæèò íà ãðàíèöå âñåõ ó÷àñòêîâ ïëîñêîñòåé

áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, ïåðåñåêàþùèõñÿ â íåé. Èíà÷å P
áóäåì íàçûâàòü íåóãëîâîé.
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Íåîñîáûå òî÷êè

Òåîðåìà

Ïóñòü TP � íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ èíòåãðàëîâ ξ1, ξ2, ξ3
áèëëèàðäà ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà âíóòðè ñòîëà D. Òîãäà Tξ

ãîìåîìîðôíî ëèáî òîðó T3, ëèáî íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ

íåñêîëüêèõ òîðîâ T3. Áîëåå òîãî, ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ïîâåðõíîñòè TP òðèâèàëüíî, òî åñòü

ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ TP íà äèñê D3.
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Ïðàâèëüíûå îñîáûå òî÷êè êðàòíîñòè 1

Òåîðåìà

Ïóñòü P � ïðàâèëüíàÿ îñîáàÿ òî÷êà êðàòíîñòè 1 è TP �

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ. Òîãäà

1. Åñëè P � âíóòðåííÿÿ òî÷êà, òî TP ãîìåîìîðôíî

íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé îñîáîãî

ñëîÿ ñåäëîâîãî 3-àòîìà è îêðóæíîñòè. Áîëåå òîãî,

ïðîîáðàç ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè P ãîìåîìîðôåí

íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé âèäà

V × S1 × D2, ãäå D2 � äèñê, à V îäèí èç ñëåäóþùèõ

ñåäëîâûõ 3-àòîìîâ: A∗, C
(3)
2 , B(3) .

2. Åñëè P � âíåøíÿÿ òî÷êà, òî TP ãîìåîìîðôíî íåñâÿçíîìó

îáúåäèíåíèþ òîðîâ T2. Áîëåå òîãî, ïðîîáðàç ìàëîé

îêðåñòíîñòè òàêîé òî÷êè ãîìåîìîðôåí íåñâÿçíîìó

îáúåäèíåíèþ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé âèäà: A(2) × T2 × D2.
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Ïðàâèëüíûå îñîáûå òî÷êè êðàòíîñòè 2

Òåîðåìà

Ïóñòü P � âíåøíÿÿ ïðàâèëüíàÿ îñîáàÿ òî÷êà êðàòíîñòè 2 è

TP � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ. Òîãäà

1. Åñëè P � óãëîâàÿ òî÷êà, òî ïðîîáðàç ìàëîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè P ãîìåîìîðôåí íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ ïðÿìûõ

ïðîèçâåäåíèé âèäà A(2) × A(2) × S1 × D1.

2. Åñëè P � íåóãëîâàÿ òî÷êà, òî ïðîîáðàç ìàëîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè P ãîìåîìîðôåí íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ ïðÿìûõ

ïðîèçâåäåíèé âèäà V × A(2) × D1, ãäå V îäèí èç

ñëåäóþùèõ ñåäëîâûõ 3-àòîìîâ: A∗, C
(3)
2 , B(3).
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Ïðàâèëüíûå îñîáûå òî÷êè êðàòíîñòè 2

Òåîðåìà

Ïóñòü P � âíóòðåííÿÿ ïðàâèëüíàÿ îñîáàÿ òî÷êà êðàòíîñòè 2 è

TP � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ. Òîãäà

1. Åñëè k > 0, òî ïðîîáðàç ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè P
ãîìåîìîðôåí ïðîèçâåäåíèþ âèäà(
B(2) × C

(2)
2

)
/Z2 × S1 × D1.

2. Åñëè k < 0, òî ïðîîáðàç ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè P
ãîìåîìîðôåí íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ îäíîãî èëè äâóõ

ïðîèçâåäåíèé âèäà:(
B(2) × C

(2)
2

)
/Z2 × S1 × D1

;

B(3) × B(2) × D1
;

C
(3)
2 × B(2) × D1

;

A∗ × B(2) × D1
.
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Ïðàâèëüíûå îñîáåííîñòè êðàòíîñòè 2 ïðè k > 0
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Ïðàâèëüíûå îñîáåííîñòè êðàòíîñòè 2 ïðè k < 0
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Ïðàâèëüíûå îñîáûå òî÷êè êðàòíîñòè 3

Òåîðåìà

Ïóñòü P � ïðàâèëüíàÿ îñîáàÿ òî÷êà êðàòíîñòè 3 è TP �

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ. Òîãäà

1. Åñëè P ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé òî÷êîé, òî P ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé

òî÷êîé è ïðîîáðàç åå ìàëîé îêðåñòíîñòè ãîìåîìîðôåí

íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé âèäà:

A(2) × A(2) × A(2).

2. Åñëè P ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé è k < 0, òî
P = (c , b, a) è ïðîîáðàç åå ìàëîé îêðåñòíîñòè

ãîìåîìîðôåí ïðÿìîìó ïðîèâåäåíèþ âèäà(
B(2) × C

(2)
2

)
/Z2 × B(2). Ïðè k > 0 âíóòðåííèõ îñîáûõ

òî÷åê êðàòíîñòè 3 íåò.
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Ïðàâèëüíûå îñîáåííîñòè êðàòíîñòè 3 ïðè k > 0
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Ïðàâèëüíûå îñîáåííîñòè êðàòíîñòè 3 ïðè k < 0
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Íåïðàâèëüíûå îñîáûå òî÷êè

Òåîðåìà

Ïóñòü P � íåïðàâèëüíàÿ îñîáàÿ òî÷êà êðàòíîñòè 3, òîãäà åå
ïðîáîðàç ãîìåîìîðôåí íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ òîðîâ T2.

N(P) ⩾ 4

Â ñëó÷àå k > 0 åñòü ðîâíî 3 îñîáûå òî÷êè êðàòíîñòè 4 (ýòî

(c , c , a), (c , b, b), (c , c , b)) è îäíà îñîáàÿ òî÷êà êðàòíîñòè 5
(ýòî (c , c , c)).

Â ñëó÷àå k < 0 åñòü ðîâíî 8 îñîáûõ òî÷åê êðàòíîñòè 4 (ýòî

(c , c , a), (b, b, a), (b, a, a), (c , a, a), (0, a, a), (c , c , λ0),
(0, b, λ0), (c , b, λ0)) è îäíà îñîáàÿ òî÷êà êðàòíîñòè 5 (ýòî

(b, b, λ0)).

Ïðîîáðàçû ýòèõ îñîáûõ òî÷åê ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäíîìåðíûå

è äâóìåðíûå êîìïëåêñû.
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Áèëëèàðä â îáëàñòè áåç ôîêàëüíûõ êðèâûõ

k > 0 Ïðîîáðàç ìàëîé îêðåñò-

íîñòè âíóòðåííåé îñîáîé òî÷êè

êðàòíîñòè 2 ãîìåîìîðôåí ïðÿ-

ìîìó ïðîèçâåäåíèþ

B(2) × B(2) × S1 × D1

k < 0 Ïðîîáðàç ìàëîé îêðåñò-

íîñòè âíóòðåííåé îñîáîé òî÷êè

êðàòíîñòè 3 ãîìåîìîðôåí ïðÿ-

ìîìó ïðîèçâåäåíèþ

B(2) × B(2) × B(2)
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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