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Öåëè ðàáîòû

− èññëåäîâàòü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì
è ñâîéñòâàìè:
• òîïîëîãè÷åñêîé òðàíçèòèâíîñòè,
• ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì,
• ïëîòíîñòè çàìêíóòûõ îðáèò
ãðóïï ãîìåîìîðôèçìîâ è èõ ñ÷åòíûõ ïðîèçâåäåíèé;

− ïîñòðîèòü ñåðèè ïðèìåðîâ.
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Äèâàíè õàîñ (Robert Devaney, 1986)

Ïóñòü f : X → X � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà. {f n}n∈N îáîçíà÷àåòñÿ (X , f ) è íàçûâàåòñÿ Ä.Ñ.
èëè êàñêàäîì.

Îïðåäåëåíèå

(Äèâàíè) Ä.Ñ. (X , f ) íàçûâàåòñÿ õàîòè÷åñêîé, åñëè:

1 (X , f ) òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíà;

2 ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê âñþäó ïëîòíî â X ;
3 (X , f ) ÷óâñòâèòåëüíà ê í.ó.

Ä.Ñ. (X , f ) íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíîé, åñëè
äëÿ ëþáûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ U è V ñóùåñòâóåò n ∈ N :
f n(U)∩V 6=∅.
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×óâñòâèòåëüíîñòü ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

Ä.Ñ. (X , f ) íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X ,d)
÷óâñòâèòåëüíà ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, åñëè

∃δ > 0 : ∀openU ∃x ,y ∈ U, ∃n ∈ N :

d(f n(x), f n(y))> δ .

The number δ is called a sensitive constant of (X , f ).
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Butter�y e�ect

×óâñòâèòåëüíîñòü ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì èçâåñòíà êàê
"butter�y e�ect".

Ýòîò òåðìèí ñâÿçàí ñî ñòàòüåé "Prediction: A Butter�y Flap
in Brazil Will Cause a Tornado in Texas� (Ïðîãíîç: Âçìàõ
áàáî÷êè â Áðàçèëèè âûçîâåò òîðíàäî â Òåõàñå), êîòîðóþ
Ýäâàðä Ëîðåíñ ïðåäñòàâèë â 1972 Àìåðèêàíñêîé àññîöèàöèè
ñîäåéñòâèÿ ðàçâèòèþ íàóêè â Âàøèíãòîíå.

Òåðìèí "×óâñòâèòåëüíîñòü ê íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì"ïðèíàäëåæèò Ðóýëþ, 1977.
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Â îïðåëåíèè Äèâàíè (1)+(2) =⇒ (3)

J. Banks, J. Brooks, G. Cairns, G. Davis, P. Stacey.
On Devaney's de�nition of chaos. Amer. Math. Monthly. 99:4
(1992):

Â îïðåëåíèè Äèâàíè (1)+(2)⇒ (3).
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Õàîòè÷åñêèå ãðóïïû ãîìåîìîðôèçìîâ

Y.V. Bazaikin, A.S. Galaev, and N.I. Zhukova, Chaos in Cartan
foliations, Chaos, 2020.

Îïðåäåëåíèå

Ãðóïïà G ãîìåîìîðôèçìîâ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X
íàçûâàåòñÿ õàîòè÷åñêîé, åñëè:

1) ñóùåñòâóåò íåçàìêíóòàÿ âñþäó ïëîòíàÿ îðáèòà ãðóïïû G
â X (ñóùåñòâîâàíèå ïëîòíîé îðáèòû);

2) îáúåäèíåíèå çàìêíóòûõ îðáèò ïëîòíî â X (ïëîòíîñòü
çàìêíóòûõ îðáèò).
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Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè ãðóïïû
ãîìåîìîðôèçìîâ ê í.ó.

Íàìè ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ðåçóëüòàòà Banks,
Brooks, Cairns, Davis, Stacey â ñëó÷àå îáðàòèìûõ Ä.Ñ.

Òåîðåìà

Ïóñòü (X ,d) � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî Áýðà è G ⊂ Homeo(X ). Åñëè

(1) ∃ ïëîòíàÿ íåçàìêíóòàÿ îðáèòà G.x â X ;
(2) îáúåäèíåíèå ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ G � ñîáñòâåííîå

ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â X ,
òî ãðóïïà G ÷óâñòâèòåëüíà ê í.ó. Áîëåå òîãî, G
÷óâñòâèòåëüíà ê í.ó. â ∀ (X ,ρ) òàêîì, ÷òî ρ è d îïðåäåëÿþò
îäíó è òó æå òîïîëîãèþ íà X .
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×óâñòâèòåëüíîñòü ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì õàîòè÷åñêèõ
ãðóïï ãîìåîìîðôèçìîâ

Äëÿ íåïðåðûâíûõ äåéñòâèé òîïîëîãè÷åñêèõ C-ïîëóãðóïï S
íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ïðè êîìïàêòíîñòè
ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ ÷óâñòâèòåëüíîñòü S äîêàçàíà
Êîíòîðîâè÷åì è Ìåãðåëèøâèëè (2008).

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü (X ,d) � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî Áýðà.
Åñëè ãðóïïà G ⊂ Homeo(X ) õàîòè÷íà íà X , òî
G ÷óâñòâèòåëüíà ê í.ó.
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Ïðîèçâåäåíèÿ õàîòè÷åñêèõ ãðóïï ãîìåîìîðôèçìîâ

Òåîðåìà

∀ A ïóñòü Gα ⊂ Homeo(Xα), G = ∏α∈A Gα êàíîíè÷åñêè
äåéñòâóåò íà òèõîíîâñêîì ïðîèçâåäåíèè X = ∏α∈A Xα .
Òîãäà

G õàîòè÷íà íà X ⇐⇒ Gα õàîòè÷íà íà Xα ∀α ∈ A.
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Ðèçèäóàëüíî êîíå÷íûå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå

Ãðóïïà G ðèçèäóàëüíî êîíå÷íà èëè îñòàòî÷íî êîíå÷íà, åñëè
ïåðåñå÷åíèå âñåõ åå íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîãî èíäåêñà
òðèâèàëüíî.

Ïðèìåðû

(1) SL(n,Z) ∀ n ≥ 2;
(2) êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ëèíåéíûå ãðóïïû;

(3) ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ ðèçèäóàëüíî êîíå÷íûõ ãðóïï;

(4) ñ÷åòíî ïîðîæäåííûå ñâîáîäíûå ãðóïïû;

(5) ôàêòîðû ðèçèäóàëüíî êîíå÷íûõ ãðóïï ïî êîíå÷íûì
íîðìàëüíûì ïîäãðóïïàì;

(6) ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû êîìïàêòíûõ 3-ìíîãîîáðàçèé
è íåêîòîðûå äðóãèå.

Ïðîñòûå ãðóïïû íå ðèçèäóàëüíî êîíå÷íû.
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Ñ÷åòíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñ÷åòíûõ ãðóïï
ãîìåîìîðôèçìîâ

Òåîðåìà

Ïóñòü Gi ⊂ Homeo(Xi), i ∈ N, � ñ÷åòíàÿ ãðóïïà, êîìïàêòíîãî
(Xi ,di). Åñëè Gi õàîòè÷íà íà Xi ∀ i , òî:

(1) G = ∏i∈NGi õàîòè÷íà íà X = ∏i∈NXi ;

(2) ∃ ïëîòíîå êîíòèíóàëüíîå F ⊂ X , ñîñòîÿùåå èç
êîìïàêòíûõ îðáèò, ñîâåðøåííûõ ïîäìíîæåñòâ X ;

(3) ∃ ïëîòíàÿ îðáèòà ãðóïïû G ìîùíîñòè êîíòèíóóì;

(4) âñå ãðóïïû Gi , i ∈ N, è G � ðåçèäóàëüíî êîíå÷íû;

(5) ∀Gi , i ∈ N, è G ÷óâñòâèòåëüíà ê í.ó.;

(6) åñëè ∀Gi èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó, òî îáúåäèíåíèå
êîíå÷íûõ îðáèò ãðóïïû G ïëîòíî â X , è ∃ íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà äëÿ G.
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Ïðèìåðû õàîòè÷åñêèõ ãðóïï ãîìåîìîðôèçìîâ

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä Êåèðíñ è Êîëãàíîâîé (G. Cairns and A.
Kolganova, 1996), ìû ñòðîèì ñ÷åòíûå ñåðèè ïðèìåðîâ
õàîòè÷åñêèõ ãðóïï ãîìåîìîðôèçìîâ, èçîìîðôíûõ Z, êàê íà
êàæäîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè, òàê è íà íåêîìïàêòíûõ
ïîâåðõíîñòÿõ.
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Ëîõ Íåññêèé ìîíñòð

Ðèñ.: Ëîõ Íåññêèé ìîíñòð
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Êàíòîðîâî äåðåâî

Ðèñ.: Ïîâåðõíîñòü ãîìåîìîðôíà ïëîñêîñòè ñ âûêîëîòûì êàíòîâûì

ìíîæåñòâîì.
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