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Уравнения движения вихрей

Уравнения движения N вихрей в конденсате Бозе-Эйнштейна, за-
ключенного в гармоническую ловушку1:

ẋk = −Sk
yk

1− r2k
− c

N∑
j 6=k

Sj
yk − yj
r2kj

, ẏk = Sk
xk

1− r2k
+ c

N∑
j 6=k

Sj
xk − xj
r2kj

,

rk =
√
x2k + y2k, rkj =

√
(xk − xj)2 + (yk − yj)2.

Здесь Sk — топологический заряд k-ого вихря, (xk, yk) — координа-
ты k-ого вихря относительно центра ловушки, а c — безразмерная
константа вида

c =
b~

2mR2
TFΩ0

.

1Middelkamp S. et al. Guiding-center dynamics of vortex dipoles in
Bose-Einstein condensates //Physical Review A. – 2011. – Т. 84. – №. 1. – С.
011605.
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Уравнения движения вихрей

Уравнения движения могут быть представлены в гамильтоновой фор-
ме

Skẋk =
∂H

∂yk
, Skẏk = − ∂H

∂xk
, (1)

с гамильтонианом

H =
1

2

N∑
k=1

S2
k ln(1− r2k)−

c

4

N∑
k=1

N∑
j 6=k

SkSj ln r2kj . (2)

Далее удобнее перейти к комплексной форме записи уравнений дви-
жения:

żk =
Sk
i

zk
1− r2k

+
c

i

N∑
j 6=k

Sj
1

zk − zj
, (3)

где zk = xk + iyk лежат внутри единичной окружности на
комплексной плоскости |zk| < 1.
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Уравнения движения M ·N вихрей

Рассмотрим задачу о взаимодействии M вихревых колец, состоящих
из N вихрей. Будем считать, что вихри разных колец имеют разные
топологические заряды S1, S2, . . ., SM соответственно. Обозначим
координаты вихрей через комплексные координаты zm,k, где m =
1, . . . ,M задает номер кольца, а k = 1, . . . , N номер вихря в кольце.
Общие уравнения движения вихрей можно записать в форме

żm,k =
Sm
i

zm,k

1−
∣∣zm,k∣∣2 +

c

i

( N∑
j 6=k

Sm
zm,k − zm,j

+

M∑
n6=m

N∑
j=1

Sn
zm,k − zn,j

)
,

(4)

где k = 1, . . . , N , m = 1, . . . ,M .
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Уравнения движения M ·N вихрей

Предложение

Уравнения движения допускают инвариантное многообразие

MNM =
{

(zm,k)
∣∣rm,k = rm,l, ϕm,k − ϕm,l =

2π(k − l)
N

,

k, l = 1, . . . , N,m = 1, . . . ,M
}
,

где rm,k = |zm,k|, ϕm,k = arg zm,k.

Инвариантное многообразиеMNM , соответствует конфигурации
N ·M вихрей в виде M вихревых колец. Таким образом, из
предложения 1 следует, что если в начальный момент времени
вихри формируют M вихревых колец, то и все остальное время
конфигурация в виде вихревых колец сохраняется.
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Уравнения движения M вихревых колец

Представим координаты вихрей наMNM в виде

zm,k = zme
i2πk/N , k = 1, . . . , N, m = 1, . . . ,M, (5)

где zm – координата первого вихря в m-ом кольце. Тогда уравнения
движения M вихревых колец, состоящих из N вихрей могут быть
представлены в гамильтоновой форме

żm =
1

iSm

∂H

∂zm
, (6)

с гамильтонианом

H = −
M∑
m=1

S2
m ln(1− zmzm) +

c(N − 1)

2

M∑
m=1

S2
m ln(zmzm)+

c

2

M∑
m=1

M∑
n6=m

SmSn ln
(
(zNm − zNn )(zNm − zNn )

)
. (7)

Уравнения (6) допускают интеграл момента F =
M∑
m=1

Sm|zm|2.
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Два вихревых кольца (M = 2)

Рассмотрим динамику двух вихревых колец, состоящих из N вихрей,
введем обозначения z = z1, ζ = z2. Уравнения движения для z, ζ в
явном виде запишутся как

ż =
1

iS1

∂H

∂z
=
S1
i

z

1− zz
+
c

i

(
S1(N − 1)

2z
+
S2Nz

N−1

zN − ζN

)
,

ζ̇ =
1

iS2

∂H

∂ζ
=
S2
i

ζ

1− ζζ
+
c

i

(
S2(N − 1)

2ζ
+
S1Nζ

N−1

ζN − zN

)
,

(8)

Интеграл момента запишется в виде:

F = S1|z|2 + S2|ζ|2.
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Два вихревых кольца (M = 2). Редукция

Выполним далее редукцию на уровень интеграла F = f , для этого
перейдем к следующим переменным

ϕ = arg z − arg ζ, ψ = arg z + arg ζ,

X = S1|z|2 − S2|ζ|2, Y = F = S1|z|2 + S2|ζ|2.
(9)

В новых переменных (ϕ,X,ψ, Y ) гамильтониан с точностью до по-
стоянного слагаемого и множителя 1

2 примет вид

H = 2cS1S2 ln(uN + vN − 2uN/2vN/2 cosNϕ)+

c(N − 1)(S2
1 lnu+ S2

2 ln v)− 2S2
1 ln(1− u)− 2S2

2 ln(1− v), (10)

где u = Y+X
2S1

, v = Y−X
2S2

. Уравнения движения в новых переменных
запишутся как

ϕ̇ =
∂H

∂X
, Ẋ = −∂H

∂ϕ
, ψ̇ =

∂H

∂Y
, Ẏ = −∂H

∂ψ
. (11)
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Два вихревых кольца (M = 2). Частные решения

Стационарные конфигурации (относительные равновесия) вихревых
колец определяются уравнением

sinNϕ = 0. (12)

Данное уравнение имеет два решения: ϕ = ϕs = 0 и ϕ = ϕa = π/N .
Конфигурации первого типа (ϕs = 0) будем называть симметричны-
ми, а второго типа (ϕa = π/N) — альтернированными.

Рис. 1: Схематическое изображение (a) симметричной и (b)
альтернированной конфигурации.
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Случай N = 2, S1 = S2 = 1

Гамильтониан с точностью до постоянного слагаемого принимает вид

H = 2c ln(f2 +X2 − (f2 −X2) cos 2ϕ)−
2 ln((2− f)2 −X2) + c ln(f2 −X2). (13)

В рассматриваемом случае переменная ϕ определена в интервале
[0, π). На фиксированном уровне интеграла F = f область определе-
ния переменной X задается как

X ∈

{
(−f, f) 0 < f < 1

(f − 2, 2− f) 1 6 f < 2.
(14)

Возможные значения интеграла F определены неравенствами

0 6 f 6 2.
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Случай N = 2, S1 = S2 = 1. Особенности
гамильтониана
Рассмотрим особенности гамильтониана и соответствующие им
конфигурации колец.

1 Столкновение колец X = 0, ϕ = 0. При приближении к данной
конфигурации значение гамильтониана H → −∞;

2 Одно из колец находится на границе ловушки |z| = 1 (|ζ| = 1).
В этом случае выполняется равенство X = 2− f (X = f − 2)
при любом значении ϕ. При приближении к данной
конфигурации в обоих случаях H → +∞.

3 Коллапс одного из колец в центре ловушки |z| = 0 (|ζ| = 0). В
этом случае выполняется равенство X = −f (X = f) при
любом значении ϕ. При приближении к данной конфигурации
в обоих случаях H → −∞.

4 Одно из колец находится на границе ловушки |z| = 1 (|ζ| = 1),
а другое коллапсирует в центре ловушке |ζ| = 0 (|z| = 0). Такая
особенность возможна только при f = 1.
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Случай N = 2, S1 = S2 = 1. Частные решения

Рассмотрим симметричные положения равновесия при ϕ = ϕs =
0. Уравнение для нахождения критических значений X имеет вид

X
(
(3c− 2)X4 − ((5f2 − 12f + 12)c− 2f2)X2 + 2cf2(f − 2)2

)
= 0.

(15)

Тривиальное решение X = 0 уравнения отвечает сингулярности га-
мильтониана. Помимо тривиального решения, уравнение имеет че-
тыре в общем случае комплексных корня

X = X
(1)
s± =

√
Ys±, X = X

(2)
s± = −

√
Ys±, (16)

где

Ys± =
1

6c− 4
((5f2 − 12f + 12)c− 2f2

±
√

(f2 − 12f + 12)2c2 − 4f2(f2 + 4f − 4)c+ 4f4). (17)
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Случай N = 2, S1 = S2 = 1. Частные решения

Рис. 2: Области в пространстве параметров (c, f), соответствующие
разным типам корней уравнения на X при ϕ = ϕs = 0.

Килин А.А., Артемова Е.М. Динамика двух вихревых колец 13 / 36



Случай N = 2, S1 = S2 = 1. Частные решения

Рассмотрим альтернированные положения равновесия, кото-
рые соответствуют ϕ = ϕa = π/2. Уравнения для нахождения кри-
тических значений X имеет вид

X((c− 2)X2 + (2− c)f2 + 4c(f − 1)) = 0. (18)

Данное уравнение имеет тривиальное решение X = X
(1)
a = 0 и в

общем случае два комплексных корня

X = X
(2)
a± = ±

√
Ya, Ya =

(f − 2)2c− 2f2

c− 2
. (19)

В частном случае c = 2, f = 1, уравнение на X вырождается, тогда
любое значение X является его решением.
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Случай N = 2, S1 = S2 = 1. Частные решения

Рис. 3: Области в пространстве параметров (c, f), соответствующие
разным типам корней уравнения на X при ϕ = ϕa = π/2.
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Случай N = 2, S1 = S2 = 1. Частные решения

На рис. 4 обозначены области существования положений равновесия.

Рис. 4: Области существования положений равновесия.
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Случай N = 2, S1 = S2 = 1. Частные решения

Из предыдущего рис. видно, что существуют три промежутка значе-
ний параметра c:

1. 0 < c < 2,

2. c = 2,

3. c > 2,

(20)

соответствующие разной эволюции положений равновесия при
изменении значения интеграла f (и фиксированном значении
параметра c). То есть в рассматриваемой задаче существует только
три различных типа бифуркационных диаграмм, соответствующие
трем указанным промежуткам значений параметра c.
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Случай N = 2, S1 = S2 = 1. Бифуркационнаяи
диаграмма
Бифуркационная диаграмма представляет собой образ Σ = Φ(S)
критического множества S = {ξ | rank dΦ(ξ) < 2}, интегрального
отображения Φ фазового пространстваM4 = {ξ} на плоскость пер-
вых интегралов

ξ 7→ Φ(ξ) = (F (ξ), H(ξ)) ∈ R2. (21)

В рассматриваемом случае диаграмма представляет собой набор би-
фуркационных кривых, каждая из которых соответствует одному из
семейств неподвижных точек. Обозначим эти кривые следующим об-
разом

σs1,2 : h = H(f, c)
∣∣
ϕ=0,X=X

(1,2)
s−

, σs3,4 : h = H(f, c)
∣∣
ϕ=0,X=X

(1,2)
s+

,

σa0 : h = H(f, c)
∣∣
ϕ=π/2,X=X

(1)
a =0

, σa1,2 : h = H(f, c)
∣∣
ϕ=π/2,X=X

(2)
a±
.

Данные кривые следует дополнить кривой σn : f = 1, соответствую-
щей нелокальной бифуркации, при которой происходит смена асимп-
тотики гамильтониана.
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Случай N = 2, S1 = S2 = 1. Биф.диаграмма c < 2

Рис. 5: Бифуркационная диаграмма при c = 1.
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Случай N = 2, S1 = S2 = 1. Биф.диаграмма c < 2

(a) При f < f
(1)
cr = 2

√
c√

2+
√
c
на фазовом портрете существуют три

неподвижные точки s1, s2 (типа седло) и a0 (типа центр);
(b) При f

(1)
cr < f < f

(2)
cr (f (1)cr = 2

√
c√

2+
√
c
) на фазовом портрете суще-

ствуют пять неподвижных точек a0, a1,2 и s1,2;
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Случай N = 2, S1 = S2 = 1. Биф.диаграмма c < 2

(c) При f = f
(2)
cr (точка p2 на диаграмме), где f (2)cr определяется из

уравнения

H(f, c)
∣∣
ϕ=0,X=X

(1,2)
s−

= H(f, c)
∣∣
ϕ=π/2,X=0

,

происходит нелокальная бифуркация, при которой сливаются неустой-
чивые инвариантные многообразия седловых неподвижных точек
a0, s1,2;

Килин А.А., Артемова Е.М. Динамика двух вихревых колец 21 / 36



Случай N = 2, S1 = S2 = 1. Биф.диаграмма c < 2

(d) При f → 1− 0 решения s1,2 и a1,2 приближаются к границе обла-
сти возможных движений X → ±f .;
(e) При f > 1 на фазовом портрете остается одна неустойчивая непо-
движная точка a0.
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Случай N = 2, S1 = S2 = 1. Биф.диаграмма c = 2

Рис. 6: Бифуркационная диаграмма при c = 2.

Килин А.А., Артемова Е.М. Динамика двух вихревых колец 23 / 36



Случай N = 2, S1 = S2 = 1. Биф.диаграмма c = 2

(a), (b) При f < 1 динамика системы и фазовые портреты совпадают
со случаем c < 2 при f < f

(1)
cr . При f → 1 сепаратриса неустойчивой

неподвижной точки s1 (s2) приближается к неподвижной точке a0;

Килин А.А., Артемова Е.М. Динамика двух вихревых колец 24 / 36



Случай N = 2, S1 = S2 = 1. Биф.диаграмма c < 2

(c) При f = 1 уровни энергии, на которых лежат решения s1,2 и
a0, сливаются (энергия в данном случае конечна). На получившемся
после слияния критическом уровне энергии H = 4 ln 2 лежит семей-
ство неподвижных точек при ϕ = π/2. Динамика на границе ОВД
описывается уравнением ϕ̇ = 4 sign(X)(cos 2ϕ+ 1);
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Случай N = 2, S1 = S2 = 1. Биф.диаграмма c = 2

(d),(e) При дальнейшем увеличении параметра f происходит смена
асимптотик гамильтониана на границе области возможных значений.
Также как и в случае c < 2 при прохождения прямой f = 1, проис-
ходит нелокальная бифуркация 3T2 → T2.
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Случай N = 2, S1 = S2 = 1. Биф.диаграмма c > 2

Рис. 7: Бифуркационная диаграмма при c = 8.
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Случай N = 2, S1 = S2 = 1. Биф.диаграмма c > 2

(a) Случай f 6 1 полностью совпадает со случаем f < f
(1)
cr при c < 2

и случаем f < 1 при c = 2;
(b) При 1 6 f < f

(1)
cr на фазовом портрете существуют семь непо-

движных точек a0, a1,2, s1,2 и s3,4;
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Случай N = 2, S1 = S2 = 1. Биф.диаграмма c > 2

(c), (d) При f = f
(1)
cr (точка p1 на диаграмме), происходит нело-

кальная бифуркация, при которой сливаются точки a1,2 и s1,2. Ко-
личество и тип неподвижных точек при f

(1)
cr < f < f

(2)
cr остаются

прежними;
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Случай N = 2, S1 = S2 = 1. Биф.диаграмма c > 2

(e) При f (2)cr < f < f
(3)
cr существуют две седловые точки a1,2 и точка

типа центр a0. При f = f
(2)
cr (точка p2 на диаграмме) происходит

касательная бифуркация. При f = f
(3)
cr происходит бифуркация типа

субкритическая «вилка» (точка p3 на диаграмме);
(f) В случае f > f

(3)
cr динамика и фазовые портреты совпадают со

случаем c < 2 при f > 1.
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Открытые проблемы

1 Полная классификация возможных траектории
рассматриваемой системы в зависимости от параметров и
начальных условий. В частности планируется провести анализ
начальных условий, при которых наблюдается явление чехарды
вихревых колец.

2 Бифуркационный анализ динамики вихревых колец с
топологическими зарядами разного знака.

3 Бифуркационный анализ динамики вихревых колец, состоящих
из большего числа вихрей.
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