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Äåëèòåëè ïðîñòðàíñòâ öåëûõ ôóíêöèé

▶ X � ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî öåëûõ ôóíêöèé, â êîòîðîì
îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ôóíêöèé íåïðåðûâíà, òî åñòü X � òîïîëîãè÷åñêàÿ
àëãåáðà.

▶ φ ∈ X íàçûâàåòñÿ äåëèòåëåì X, åñëè

Ψ ∈ X,
Ψ

φ
∈ H(C) =⇒

Ψ

φ
∈ X

(äëÿ φ èìååò ìåñòî òåîðåìà äåëåíèÿ â X).

D(X) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ äåëèòåëåé X.
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Çàäà÷è

Îáû÷íî, X � âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî.

ÇÀÄÀ×È.

▶ 1. Îïèñàíèå ìíîæåñòâà äåëèòåëåé D(X) â òåðìèíàõ îãðàíè÷åíèé íà
ïîâåäåíèå φ, îöåíêè ñíèçó äëÿ |φ|.

▶ 2. Èçó÷åíèå íóëåâûõ ìíîæåñòâ Zφ ôóíêöèé φ ∈ D(X):

à) ñâîéñòâà íóëåâûõ ìíîæåñòâ äåëèòåëåé?

á) ïóñòü φ ∈ X;

íàéòè óñëîâèÿ íà Zφ, ïðè êîòîðûõ φ ∈ D(X)?

Íàèëó÷øèé âîçìîæíûé ðåçóëüòàò ïî çàäà÷å 2:

ïîëíîå îïèñàíèå íóëåâûõ ìíîæåñòâ ôóíêöèé φ ∈ D(X).

Ïðè÷èíà èíòåðåñà ê ñôîðìóëèðîâàííûì çàäà÷àì:

X � àíàëèòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ êàêîãî-ëèáî ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà F
èëè ñèëüíîãî ñîïðÿæåííîãî ê íåìó.

Ïîýòîìó ëþáàÿ èíôîðìàöèÿ îá ýëåìåíòàõ X èìååò äâîéñòâåííóþ
èíòåðïðåòàöèþ â F.
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Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû: ïðèìåð èç êëàññè÷åñêîé òåîðèè ðîñòà öåëûõ
ôóíêöèé

Ê. Âåéåðøòðàññ, Æ. Àäàìàð, Ý. Áîðåëü, Å.Ë. Ëèíäåëåô

▶ Ïóñòü ρ > 0.
X = Hρ � ïðîñòðàíñòâî âñåõ öåëûõ ôóíêöèé, ðàñòóùèõ íå áûñòðåå
íîðìàëüíîãî òèïà ïðè ïîðÿäêå ρ:

φ ∈ Hρ ⇐⇒ φ ∈ H(C) è |φ(z)| ≤ CφeCφ|z|ρ , ∀z ∈ C, Cφ > 0.

▶ Hρ � àëãåáðà è Hρ = D(Hρ).

Àíàëèòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ: H1 � ýòî ïðîñòðàíñòâî åñòü

îáðàç ñèëüíîãî ñîïðÿæåííîãî ê ïðîñòðàíñòâó H(C) ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ëàïëàñà
L.
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Ïðîñòðàíñòâà öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ îãðàíè÷åíèÿìè
íà ðîñò âäîëü âåùåñòâåííîé ïðÿìîé

Ïóñòü ω � êàíîíè÷åñêèé âåñ:

ω : [0;+∞) → [0;+∞) � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, ñî ñïåö. ñâîéñòâàìè, â òîì

÷èñëå

lnx = o(ω(x)), ω(x) = o(x), x → ∞.

.

Îïðåäåëèì áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà:

Pa,r =

{
φ ∈ H(C) : ∥φ∥a,r = sup

z∈C

|φ(z)|
exp (a|Im z|+ rω(|z|))

< ∞
}
, a > 0, r > 0.

P(ω) =
⋃
r>0

⋃
a>0

Pa,r � èíäóêòèâíûé ïðåäåë ñåìåéñòâà Pa,r :

φ ∈ P(ω) ⇐⇒ ∥φ∥a,r < ∞

ïðè íåêîòîðûõ a è r, çàâèñÿùèõ îò φ.

P(ω) � òîïîëîãè÷åñêàÿ àëãåáðà

(îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ôóíêöèé íåïðåðûâíà â P(ω)).
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Ïðîñòðàíñòâà öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ îãðàíè÷åíèÿìè
íà ðîñò âäîëü âåùåñòâåííîé ïðÿìîé

ω � êàíîíè÷åñêèé âåñ ⇐⇒ âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

ω : [0;∞) → [0;∞) �

íåîòðèöàòåëüíàÿ, íåóáûâàþùàÿ íà [0;∞) ôóíêöèÿ,

f(ξ) := ω(eξ) âûïóêëà íà [0;∞),

lnx = o(ω(x)),

ω(2x) = O(ω(x)), x → +∞,

∞∫
1

ω(x)

x2
dx < ∞,

â ÷àñòíîñòè, ω(x) = o(x), x → ∞.
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Ïðîñòðàíñòâà öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ îãðàíè÷åíèÿìè
íà ðîñò âäîëü âåùåñòâåííîé ïðÿìîé

Èçâåñòíî, ÷òî
P(ω) = F(U ′

(ω)),

ãäå U(ω) � ïðîñòðàíñòâî óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé Áåðëèíãà-Áüîðêà

ìèíèìàëüíîãî òèïà íà ïðÿìîé,

F �ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ëàïëàñà:

F(S) = S(e−itz),

S ∈ U ′
(ω)

� óëüòðàðàñïðåäåëåíèå ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì � ýëåìåíò ñèëüíîãî

ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà ê U(ω)

(G. Bj�orck, 1965; R.Meise, B.A. Taylor, D.Vogt, 1987).
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ÇÀÄÀ×À 1: õàðàêòåðèçàöèÿ äåëèòåëåé àëãåáðû P(ω) â òåðìèíàõ

ìåäëåííîãî óáûâàíèÿ

▶ Äëÿ ôóíêöèè φ ∈ P(ω) âûïîëíåíî
óñëîâèå ìåäëåííîãî óáûâàíèÿ â P(ω), åñëè

∃A > 0 : ∀x ∈ R ∃x′ ∈ R : |x′ − x| ≤ Aω(|x|), |x′| > |x|

è ln |φ(x′)| ≥ −Aω(|x′|),

òî åñòü ∣∣ln |φ(x′)|
∣∣ ≤ Aω(|x′|)

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà òî÷åê x′ ∈ R.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè φ ∈ P(ω), òî

ln |φ(x)| ≤ Aω(|x|) ∀x ∈ R.

▶ Òåîðåìà A. (R.Meise, B.A. Taylor, D.Vogt, 1987)
Ïóñòü φ ∈ P(ω).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû φ ∈ D(P(ω)) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû äëÿ íåå âûïîëíÿëîñü óñëîâèå ìåäëåííîãî óáûâàíèÿ.
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ÇÀÄÀ×À 2: íóëåâûå ìíîæåñòâà ìåäëåííî óáûâàþùèõ ôóíêöèé â P(ω)

▶ Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ sinπz.

Èçâåñòíû îöåíêè

| sinπz| ≤ eπ|Im z|, z ∈ C,

| sinπz| ≥ Mδ > 0, z : |z − k| ≥ δ > 0, ∀ k ∈ Z.

Ïîýòîìó sinπz ∈ D(P(ω)) (äåëèòåëü àëãåáðû P(ω)).

Z = {k} � íóëåâîå ìíîæåñòâî ôóíêöèè sinπz.

▶ Ïóñòü l : [0;∞) → R,

λk = k + l(|k|), k ∈ Z. (1)

Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèþ l ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1) áóäåò íóëåâûì
ìíîæåñòâîì äåëèòåëÿ àëãåáðû P(ω)?
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ÇÀÄÀ×À 2: íóëåâûå ìíîæåñòâà ìåäëåííî óáûâàþùèõ ôóíêöèé â P(ω)

▶
λk = k + l(|k|), k = ±1,±2, . . . ,

l : [0;∞) → [0;∞) � êàíîíè÷åñêèé âåñ.

▶ Òåîðåìà 1. (2022)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

l′(t) = O
(

l(t)
|t|

)
, |t| → ∞,

∞∫ l2(t)

t2
dt < ∞.

Åñëè âåñ l ñòðîãèé, òî ôóíêöèÿ

φ(z) = lim
R→∞

∏
|λk|<R

(
1−

z

λk

)

� äåëèòåëü àëãåáðû P(ω) äëÿ ëþáîãî êàíîíè÷åñêîãî âåñà ω òàêîãî, ÷òî

l(x) = O(ω(x)), x → ∞.

(Âåñ l íàçûâàåòñÿ ñòðîãèì, åñëè lim
t→∞

l(Kt)
l(t)

< K äëÿ íåêîòîðîãî K > 1.)
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ÇÀÄÀ×À 2: íóëåâûå ìíîæåñòâà ìåäëåííî óáûâàþùèõ ôóíêöèé â P(ω)

▶ Óñëîâèÿì òåîðåìû 1 óäîâëåòâîðÿþò, íàïðèìåð, ôóíêöèè

l(t) = lnp (|t|+ 1), ïðè p > 1,

l(t) = tρ, ρ ∈ (0; 1/2),

l(t) = tρln−p (|t|+ 1), ρ ∈ (0; 1/2), p > 0.

▶ Òåîðåìà 2. (2022) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî l � âîãíóòûé êàíîíè÷åñêèé âåñ è

âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

∞∫
l2(t)

t2
dt < ∞, lim

M→∞
lim
t→∞

l(Mt)

l(t)
> 1.

Ïîëîæèì

φ(z) = lim
R→∞

∏
|λk|<R

(
1−

z

λk

)
, (2)

ãäå λk = k + l(|k|), k = ±1,±2, . . .

Âêëþ÷åíèå φ ∈ D(P(ω)) èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîãî êàíîíè÷åñêîãî âåñà ω
òàêîãî, ÷òî l(x) = O(ω(x)), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåñ l ñòðîãèé.
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ÑÏÀÑÈÁÎ ÇÀ ÂÍÈÌÀÍÈÅ!
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