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Ââåäåíèå

Êðàòêàÿ èñòîðèÿ. Ïðè èññëåäîâàíèè ðÿäà ïðîáëåì àíàëèçà

(ïîëíîòà (íåïîëíîòà) ñèñòåì ýêñïîíåíò, êâàçèàíàëèòè÷íîñòü,

ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé ðÿäàìè ýêñïîíåíò, ðÿäû Ôóðüå,

ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèé ñâåðòêè), òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé (ðàçðåøèìîñòü, åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè) ÷àñòî âîçíèêàþò ïðîñòðàíñòâà

óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé (ó.ä.ô.) íà ðàçëè÷íûõ

ìíîæåñòâàõ � âûïóêëûõ îáëàñòÿõ, âûïóêëûõ êîìïàêòàõ,

íåîãðàíè÷åííûõ çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâàõ ñ íåïóñòîé

âíóòðåííîñòüþ � èç Rn (Ñ. Ìàíäåëüáðîéò, À. Á¼ðëèíã, Ë.

Ýðåíïðàéñ, Ë. Õ¼ðìàíäåð, Ðóìüå, Á.À. Òåéëîð, Ê. Áåðåíñòåéí,

Õ. Êîìàòñó, À.Ô. Ëåîíòüåâ, Â.Â. Íàïàëêîâ, Ï.Ë. Óëüÿíîâ, Å.Ì.

Äûíüêèí, Ð.Ñ. Þëìóõàìåòîâ, À.Ì. Ãàéñèí, Ì.Ä. Áðîíøòåéí, de

Roever, Ð. Ìàéçå, Áðàóí, J. Bonet, Þ.Ô. Êîðîáåéíèê, À.Â.

Àáàíèí è äð.).



Èíòåðåñ ê òàêèì ïðîñòðàíñòâàì ïðîÿâèëñÿ áîëåå ñòà ëåò íàçàä.

Â êàêîé-òî ñòåïåíè ýòî ñâÿçàíî ñ èññëåäîâàíèÿìè ïðîáëåìû î

êâàçèàíàëèòè÷íîñòè êëàññîâ Êàðëåìàíà íà èíòåðâàëå ÷èñëîâîé

ïðÿìîé, ïîñòàâëåííîé Æ. Àäàìàðîì â 1912 ã., è

èññëåäîâàíèÿìè Æåâðå (â ðàáîòå 1918 ãîäà) ñâîéñòâ

ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ òàêîâà. Ïóñòü M �

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë M0 = 1,M1,M2, . . .,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

1. M2
k ≤ Mk−1Mk+1, ∀k ∈ N (ëîãàðèôè÷åñêàÿ âûïóêëîñòü),

2. ∃H1 > 1,H2 > 1 Mk+1 ≤ H1H
k
2 Mk ∀ k ∈ Z+,

ëèáî

2'). ∃H1 > 1,H2 > 1 Mk+m ≤ H1H
k+m
2 MkMm ∀k,m ∈ Z+,

3. äëÿ ëþáîãî r > 1 Mk

rk
→∞,

(ïîñëåäîâàòåëüíñòü M ìîæåò áûòü êâàçèàíàëèòè÷åñêîé

(
∑∞

k=1
Mk

Mk+1
=∞) è íåêâàçèàíàëèòè÷åñêîé (

∑∞
k=1

Mk
Mk+1

<∞)).



Ïðèìåðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé M: (k!s)∞k=0, (Γ (sk + 1))∞k=0,(
(k + 1)sk

)∞
k=0

,
(
(k + 1)s(k+1) arctg(k+1)

)∞
k=0

, ãäå s > 0.
Ðàçëè÷àþò ïðîñòðàíñòâà ó.ä.ô. òèïà Áåðëèíãà è òèïà Ðóìüå.

Íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâî EM(Ω) ó.ä.ô. òèïà Áåðëèíãà íà
âûïóêëîé îáëàñòè Ω â Rn ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íî

äèôôåðåíöèðóåìûõ â Ω ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ

pm(f ) = sup
x∈Km,α∈Zn

+

|(Dαf )(x)|
ε
|α|
m M|α|

<∞ , ∀m ∈ N,

ãäå Km � âûïóêëûå êîìïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà Ω,
èñ÷åðïûâàþùèå Ω èçíóòðè, (εm)∞m=1 � óáûâàþùàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë (â áîëüøèíñòâå

ñëó÷àåâ ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ). Ñ ñ÷¼òíîé ñèñòåìîé íîðì pm
EM(Ω) � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå. Èòàê, ïðîñòðàíñòâî EM(Ω)
ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ â Ω ôóíêöèé f
òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ Ω è äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî α ∈ Zn

+

|(Dαf )(x)| ≤ cε|α|M|α|, x ∈ K .



Îòìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Ðóìüå ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íî

äèôôåðåíöèðóåìûõ â Ω ôóíêöèé f òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî

êîìïàêòà K ⊂ Ω ∃ ïîñòîÿííûå c1 > 0 è c2 > 0 òàêèå, ÷òî

|(Dαf )(x)| ≤ c1c2
|α|M|α|, x ∈ K , α ∈ Zn

+.

Óïîìÿíåì ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâ Ðóìüå � êëàññû

Æåâðå. Îíè ñîñòîÿò èç ôóíêöèé f ∈ C∞(Ω) òàêèõ, ÷òî ïðè
íåêîòîðîì s > 1 ∀K ⊂ Ω ∃ c3 > 0:

|(Dαf )(x)| ≤ c
|α|+1
3 (|α|!)s , x ∈ K , α ∈ Zn

+.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè f ∈ C∞(Ω), òî f ÿâëÿåòñÿ

âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîé ⇐⇒ êîãäà äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà

K ⊂ Ω ∃ c1 > 0 è ∃ c2 > 0 òàêèå, ÷òî ∀α ∈ Zn
+

|(Dαf )(x)| ≤ c1c2
|α||α|!, x ∈ K .

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âî âñåõ îöåíêàõ íà ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå ñïðàâà ïðèñóòñòâóåò çàâèñèìîñòü îò |α|.



Ïðè ðåøåíèè ïðîáëåì âåùåñòâåííîãî è êîìïëåêñíîãî

àíàëèçà, òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèè

ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ ó.ä.ô. ìåòîäàìè

ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíîé òåîðåìà

òèïà Ïåéëè-Âèíåðà-Øâàðöà, îïèñûâàþùàÿ ïðîñòðàíñòâî

ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå-Ëàïëàñà ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèîíàëîâ íàä ýòèìè ïðîñòðàíñòâàìè (íàçûâàåìûõ

óëüòðàðàñïðåäåëåíèÿìè) êàê íåêîòîðûé êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ

ôóíêöèé ñ îïðåäåëåííûìè ìàæîðàíòàìè ðîñòà. Îíà ïîçâîëÿåò

ñâåñòè èçó÷åíèå ïåðâîíà÷àëüíûõ ïðîáëåì ê èññëåäîâàíèþ

çàäà÷ èç òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Çàäà÷åé îïèñàíèÿ ñèëüíîãî ñîïðÿæ¼ííîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ

ïðîñòðàíñòâ òèïà EM(Ω) â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå-Ëàïëàñà ôóíêöèîíàëîâ çàíèìàëèñü òàêèå ìàòåìàòèêè,

êàê Ë. Ýðåíïðàéñ, Ì. Íåéìàðê, Á.À. Òåéëîð, Õ. Êîìàòñó, Ì.

Ëàíãåíáðóõ, Ð. Ìàéçå, Áðàóí, À.Â. Àáàíèí è äð.).



Ýôôåêòèâíûå ïîäõîäû äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è äëÿ

ïðîñòðàíñòâ Á¼ðëèíãà è Ðóìüå â îáëàñòÿõ áûëè ïðåäëîæåíû Ì.

Íåéìàðêîì (M. Neymark, On the Laplace transform of functionals

on classes of in�nitely di�erentiable functions, Ark. math. 7 (6)

(1969), 577-594) è Á.À. Òåéëîðîì (B.A. Taylor, Analytically

uniform spaces of in�nitely di�erentiable functions,

Communications on pure and applied mathematics 24 (1) (1971),

39-51). Á.À. Òåéëîð ðàññìàòðèâàë ñëó÷àé, êîãäà Mk = eg(k),

ãäå g(x) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íà íåîòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè

òàêàÿ, ÷òî lim
x→∞

g(x)
x = +∞ (B.A. Taylor, Analytically uniform

spaces of in�nitely di�erentiable functions, Communications on

pure and applied mathematics, 24:1 (1971), 39-51). Ó Ì.

Íåéìàðêà âìåñòî M|α| ñòîèò Lα, ãäå ln Lα � ñëåä íà Zn
+

âûïóêëîé â Rn ôóíêöèè (Neymark M. On the Laplace transform

of functionals on classes of in�nitely di�erentiable functions. Ark.

math. 1969. V. 7, N 6. P. 577-594.). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü,

÷òî Lα+β ≤ b|α|Lα, ãäå β ∈ Zn
+ ñ |β| = 1, b > 0.



1. Î ïåðâîé çàäà÷å. Ïóñòü G ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ

îáëàñòü, K = Ḡ , C∞(K ) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé f êëàññà C∞

íà K ñ òîïîëîãèåé, çàäàâàåìîé ñåìåéñòâîì íîðì

‖f ‖K ,m = sup
x∈G ,|α|≤m

|(Dαf )(x)| (m = 0, 1, . . .).

Ïóñòü H = {hm}∞m=1 � ñåìåéñòâî âûïóêëûõ ôóíêöèé

hm : Rn → R ñ hm(0) = 0 òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî m ∈ N:
i1). hm(x) = hm(|x1|, . . . , |xn|), x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn;

i2). ∃ am > 0: hm(x) ≥ ‖x‖ ln(1 + ‖x‖)− am‖x‖ − am, x ∈ Rn;
i3). lim

x→∞
(hm(x)− hm+1(x)) = +∞;

i4). sup
α∈Zn

+

(hm+1(α + β)− hm(α)) <∞ ∀β ∈ Zn
+ ñ |β| = 1;

i5). ∀k ∈ N ∃l = l(m, k) ∈ N:
∑
α∈Zn

+

ehm+l (α+kγ)−hm(α) <∞, ãäå

γ = (1, . . . , 1).
Çàìå÷àíèå 1. Â ñèëó âûïóêëîñòè è ðàçäåëüíîé

ðàäèàëüíîñòè ôóíêöèè hm íåîòðèöàòåëüíû, à èõ ñóæåíèÿ

hm|[0,∞)n íå óáûâàþò ïî êàæäîé ïåðåìåííîé.



Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî EH(K ) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü

Em(K ) � ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé f êëàññà C∞ íà

K , äëÿ êîòîðûõ

pm(f ) = sup
x∈G ,α∈Zn

+

|(Dαf )(x)|
ehm(α)

<∞, m ∈ N.

Ò.î., âûðàæåíèÿ âèäà ε|α|M|α| è èì ïîäîáíûå çàìåíÿåì íà

ehm(α). Ïðè ýòîì ìû ïåðåñòà¼ì áûòü çàâèñèìûìè îò |α|.
Â ñèëó óñëîâèÿ i3) ïðîñòðàíñòâî Em+1(K ) íåïðåðûâíî âëîæåíî
â Em(K ) äëÿ êàæäîãî m ∈ N. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Em+1(K ) �
ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Em(K ). Ïîëîæèì

EH(K ) =
∞⋂

m=1

Em(K ). Íàäåëèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî EH(K )

òîïîëîãèåé ïðîåêòèâíîãî ïðåäåëà ïðîñòðàíñòâ Em(K ).
Î÷åâèäíî, EH(K ) � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå, íåïðåðûâíî
âëîæåííîå â C∞(K ). Ââèäó óñëîâèÿ i4) ïðîñòðàíñòâî EH(K )
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.



Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî, ïðåäñòàâèìîå â âèäå

ïðîåêòèâíîãî ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íîðìèðîâàííûõ

ïðîñòðàíñòâ Sn (n ∈ N) îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ
îòîáðàæåíèé gmn : Sn → Sm (m < n) òàêèõ, ÷òî gn,n+1 âïîëíå

íåïðåðûâíî äëÿ êàæäîãî n, íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì (M∗).
Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Àðöåëà-Àñêîëè è òåì, ÷òî

hm(x)− hm+1(x)→ +∞ ïðè x →∞ (ïî óñëîâèþ i3)), ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî EH(K ) � ïðîñòðàíñòâî (M∗). Òàêèì îáðàçîì,

EH(K ) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå-Øâàðöà.



Îòìåòèì, ÷òî ∀ z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn ôóíêöèÿ

fz : ξ ∈ K → e−i〈ξ,z〉 ïðèíàäëåæèò EH(K ), òàê êàê ∀m ∈ N

pm(fz) = sup
ξ∈G ,α∈Zn

+

|(iz)αe−i〈ξ,z〉|
ehm(α)

= sup
ξ∈G

e〈ξ,Im z〉 sup
α∈Zn

+

|zα|
ehm(α)

≤

≤ e
sup
ξ∈G
〈x ,ξ〉+ sup

t∈Rn
(t1 ln+ |z1|+···+tn ln+ |zn|−hm(t))

.

Ïóñòü HK (x) := max
ξ∈K
〈x , ξ〉 (x ∈ Rn) � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ

âûïóêëîãî êîìïàêòà K , ϕm(z) := h∗m(ln+ |z1|, . . . , ln+ |zn|), ãäå
h∗m(x) = sup

t∈Rn
(〈t, x〉 − hm(t)), x ∈ Rn, è, êàê îáû÷íî, ln+ t = ln t

äëÿ t ≥ 1, ln+ t = 0 äëÿ 0 ≤ t < 1. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ

ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî çàïèøåòñÿ òàê:

pm(fz) ≤ eHK (Im z)+ϕm(z), z ∈ Cn.



Èòàê, ∀ z ∈ Cn ôóíêöèÿ fz : ξ ∈ K → e−i〈ξ,z〉 â EH(K ). Ïîýòîìó
äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà Φ íà EH(K )
â Cn êîððåêòíî îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ Φ̂ � ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå-Ëàïëàñà ôóíêöèîíàëà Φ: Φ̂(z) = Φ(e−i〈ξ,z〉), z ∈ Cn.
Îòìåòèì, ÷òî Ŝ ∈ H(Cn). È òàê êàê íàéäóòñÿ ÷èñëà m ∈ N è

c > 0 òàêèå, ÷òî |S(f )| ≤ cpm(f ) äëÿ ëþáîãî f ∈ EH(K ), òî
îòñþäà è èç ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

|Ŝ(z)| ≤ ceHK (Im z)+ϕm(z).

Çàäà÷à. Îïèñàòü ñèëüíîå ñîïðÿæ¼ííîå ïðîñòðàíñòâî E∗H(K ) â

òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå-Ëàïëàñà ôóíêöèîíàëîâ.

Ýòà çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü Ì. Ëàíãåíáðóõîì (M. Langenbruch,

Extension of ultradi�erentiable functions, Manuscripta Math. 83

(1994), 123-143) â ñëó÷àå, êîãäà ñåìåéñòâî H ñîñòîèò èç

ôóíêöèé hm : x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn → h(
n∑

j=1
|xj | −m), åñëè

n∑
j=1
|xj | > m; hm(x) = 0, åñëè

n∑
j=1
|xj | ≤ m (m ∈ N), ãäå

h : R→ R+ � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ ñ h(0) = 0 òàêàÿ, ÷òî:

1). h(t) = h(|t|); 2). ∃ a > 0 ∀ t ≥ 0 h(t) ≥ t ln(t + 1)− at − a.



Âûïîëíåíèå óñëîâèé i1)− i4) â ýòîé êîíêðåòíîé ñèòóàöèè ëåãêî

ïðîâåðÿåòñÿ. Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå i5) òàêæå âûïîëíåíî.
Îáðàçóåì ëîãàðèôìè÷åñêè âûïóêëóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(Ms)∞s=0, ïîëàãàÿ Ms = eh(s). Ïðî íå¼ èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ

íàòóðàëüíûõ p ≥ n + 1 ðÿä
∑
|α|≥0

M|α|
M|α|+p

ñõîäèòñÿ. Îòìåòèì, ÷òî

â íàøåì ñëó÷àå äëÿ ëþáûõ k ,m, l ∈ N, α ∈ Zn
+ ñ |α| ≥ m + l è

β = (1, . . . , 1) ∈ Zn
+

exp(hm+l(α+kβ)−hm(α)) = exp(h(|α|+kn−m−l)−h(|α|−m)) =

=
M|α|+kn−m−l

M|α|−m
.

Âûáåðåì òåïåðü l òàê, ÷òî l ≥ kn + n + 1. Òîãäà, ñ ó÷¼òîì
âûøåñêàçàííîãî, ðÿä∑

α∈Zn
+

exp(hm+l(α + kβ)− hm(α))

áóäåò ñõîäèòüñÿ.



Åù¼ îäèí ïðèìåð ïðîñòðàíñòâà EH(K ) ïîëó÷èì â ñëó÷àå, êîãäà

ñåìåéñòâî H ñîñòîèò èç ôóíêöèé hm âèäà:

hm(x) = ln(σ + εm)
n∑

j=1
|xj |+ h(

n∑
j=1
|xj |), ãäå σ > 0, h � èç

âûøåïðèâåä¼ííîãî ïðèìåðà ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì:

lim
x→+∞

h(x+1)−h(x)
x = 0, lim

m→∞
εm = 0. Åñëè îáîçíà÷èòü eh(k)

÷åðåç Mk , òî ïîëó÷èì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî EH(K ) ñîñòîèò èç
ôóíêöèé f ∈ C∞(K ) òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

ïîñòîÿííàÿ cε > 0 òàêàÿ, ÷òî

|(Dαf )(x)| ≤ cε(σ + ε)|α|M|α|, x ∈ K , α ∈ Zn
+.

Ïðè n = 1 è Mk = kρk ñ ρ ≥ 1 äëÿ k ∈ N, M0 = 1 òàêîå

ïðîñòðàíñòâî ðàññìàòðèâàëîñü Â.Â. Íàïàëêîâûì è È.À.

Ðóäàêîâûì. Óñëîâèÿ i1)− i5) â ýòîì ñëó÷àå òàêæå âûïîëíåíû.

Ïðè ýòîì ïðè ïðîâåðêå óñëîâèÿ i5) ìîæíî ïîëàãàòü l = 1.



Ââåäåì íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà

PK ,m(Cn) = {f ∈ H(Cn) : ‖f ‖m = sup
z∈Cn

|f (z)|
eHK (Im z)+ϕm(z))

<∞}, m ∈ N.

Òàê êàê, â ÷àñòíîñòè, lim
x→∞

hm(x)

‖x‖
= +∞, òî h∗m ïðèíèìàåò

êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ â Rn. Êðîìå òîãî, îíà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé â

Rn. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ h∗m íåïðåðûâíà â Rn. Îòñþäà è ïî

îïðåäåëåíèþ ϕm � íåïðåðûâíàÿ psh ôóíêöèÿ â Cn. Â ñèëó i2)
∃Am > 0 è Bm > 0 òàêèå, ÷òî ϕm(z) ≤ Am‖z‖+ Bm, z ∈ Cn.

Ïîëüçóÿñü i3) è òåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ν ∈ N lim
x→∞

hν(x)

‖x‖
= +∞

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî lim
x→∞

(h∗m+1(x)− h∗m(x)) = +∞. Çíà÷èò,

lim
x→∞

(ϕm+1(z)− ϕm(z)) = +∞. (1)

Îòìåòèì, ÷òî áëàãîäàðÿ óñëîâèþ i5) íà H ) ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî äëÿ ëþáîãî m ∈ N

ϕm+n(z) ≥ ϕm(z) +
n∑

j=1

ln(1 + |zj |)− lm, z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn,

ãäå lm � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.



Áëàãîäàðÿ (1) ïðîñòðàíñòâî PK ,m(Cn) íåïðåðûâíî âëîæåíî â
PK ,m+1(Cn). Ïóñòü PK ,H(Cn) =

⋃∞
m=0 PK ,m(Cn). Íàäåëèì

ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî PK ,H(Cn) òîïîëîãèåé èíäóêòèâíîãî

ïðåäåëà ïðîñòðàíñòâ PK ,m(Cn). Ñòàíäàðòíûå ðàññóæäåíèÿ ñ

ïðèìåíåíèåì òåîðåìû Ìîíòåëÿ óáåæäàþò, ÷òî äëÿ êàæäîãî

m ∈ N âëîæåíèÿ jm : PK ,m(Cn)→ PK ,m+1(Cn) âïîëíå
íåïðåðûâíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî PK ,H(Cn) � ïðîñòðàíñòâî (LN∗)
èëè, ïðèäåðæèâàÿñü áîëåå ñîâðåìåííîé òåðìèíîëîãèè, �

ïðîñòðàíñòâî DFS .
Ïåðâûé îñíîâíîé ðåçóëüòàò � ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ëàïëàñà óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì

ïðîñòðàíñòâ E∗H(K ) è PK ,H(Cn).



Ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 1 ïî ñóùåñòâó èñïîëüçóþòñÿ

ñëåäóþùèå òðè ðåçóëüòàòà.

Ïåðâûé ðåçóëüòàò � ýòî òåîðåìà Ïåéëè-Âèíåðà-Øâàðöà äëÿ

ïðîñòðàíñòâà C∞(K ). Îíà ïðèìåíÿåòñÿ â Òåîðåìå 1 ïðè

äîêàçàòåëüñòâå áèåêòèâíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå-Ëàïëàñà.

Äëÿ êàæäîãî N ∈ N ïóñòü

PN(K ) = {F ∈ H(Cn) : qN(F ) = sup
z∈Cn

|f (z)|
(1 + ‖z‖)NeHK (Im z)

<∞}.

Îáðàçóåì èíäóêòèâíûé ïðåäåë PK ïðîñòðàíñòâ PN(K ).

Òåîðåìà A

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ëàïëàñà óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì

ìåæäó (C∞(K ))∗ è PK .



Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñþðúåêòèâíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå-Ëàïëàñà â Òåîðåìå 1 ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà B

Ïóñòü O � îáëàñòü ãîëîìîðôíîñòè â Cn. Ïóñòü h ∈ psh(O),
ϕ ∈ psh(Cn), ïðè÷¼ì ïðè íåêîòîðûõ cϕ > 0 è ν > 0

|ϕ(z)− ϕ(t)| ≤ cϕ åñëè ‖z − t‖ ≤ 1

(1 + ‖t‖)ν
.

Ïóñòü f ∈ H(O) è
∫
O |f (ζ)|2e−2(ϕ(ζ)+h(ζ)) dλn(ζ) <∞.

Òîãäà ∃F ∈ H(Cn ×O) òàêàÿ, ÷òî F (ζ, ζ) = f (ζ) for ζ ∈ O è∫
Cn×O

|F (z , ζ)|2e−2(ϕ(z)+h(ζ))

(1 + ‖(z , ζ)‖)2n(ν+3)
dλ2n(z , ζ) ≤

≤ C

∫
O

|f (ζ)|2e−2(ϕ(ζ)+h(ζ)) dλn(ζ),

ãäå ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C çàâèñèò òîëüêî îò n, ν è ϕ.



Ïðè äîêàçàòåëüñòâå èíúåêòèâíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå-Ëàïëàñà èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà C

Ïóñòü O � îáëàñòü ãîëîìîðôíîñòè â Cn. Ïóñòü h ∈ psh(O),
ϕ ∈ psh(Cn), ïðè÷¼ì ïðè íåêîòîðûõ cϕ > 0 è ν > 0

|ϕ(z)− ϕ(t)| ≤ cϕ åñëè ‖z − t‖ ≤ 1

(1 + ‖t‖)ν
.

Ïóñòü ôóíêöèÿ S ∈ H(Cn ×O) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|S(z , ζ)| ≤ eϕ(z)+h(ζ), z ∈ Cn, ζ ∈ O, è S(ζ, ζ) = 0 äëÿ ζ ∈ O.
Òîãäà ñóùåñòâóþò ôóíêöèè S1, . . . ,Sn ∈ H(Cn ×O) òàêèå, ÷òî:

a) S(z , ζ) =
n∑

j=1

Sj(z , ζ)(zj − ζj), (z , ζ) ∈ Cn ×O;

b) ïðè íåêîòîðîì m ∈ N, íå çàâèñÿùåì îò S ,∫
Cn×O

|Sj(z , ζ)|2

e2(ϕ(z)+h(ζ)+m ln(1+‖(z,ζ)‖))
dλ2n(z , ζ) <∞, j = 1, . . . , n.



2. Î âòîðîé çàäà÷å.
Â 70-õ ãîäàõ â ñâÿçè ñ ïîòðåáíîñòÿìè ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè è ïðîäîëæàÿ èññëåäîâàíèÿ Â.Ñ. Âëàäèìèðîâà ïî

îáîáù¼ííûì ôóíêöèÿì ìåäëåííîãî ðîñòà ñ íîñèòåëÿìè â

íåîãðàíè÷åííûõ çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâàõ â Rn,

îãðàíè÷åííûõ ñî ñòîðîíû âûïóêëîãî îñòðîãî êîíóñà, Ðîåâåð

èçó÷àë âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà áûñòðî óáûâàþùèõ ãëàäêèõ

ôóíêöèé íà çàìêíóòûõ âûïóêëûõ íåîãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõ

â Rn ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ ñ îïðåäåë¼ííûìè îöåíêàìè íà

âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íà âñ¼ì ýòîì ìíîæåñòâå. Â ñèëó

îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãèè â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ íîñèòåëè

ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íàä íèìè (òàêæå

íàçûâàåìûõ óëüòðàðàñïðåäåëåíèÿìè) ìîãóò áûòü

íåêîìïàêòíûìè. Äëÿ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ èì áûëî ïîëó÷åíî

îïèñàíèå ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå-Ëàïëàñà ôóíêöèîíàëîâ íàä

ýòèìè ïðîñòðàíñòâàìè â âèäå (DFS)-ïðîñòðàíñòâ ãîëîìîðôíûõ

ôóíêöèé â íåêîòîðîé òðóá÷àòîé îáëàñòè ïîëèíîìèàëüíîãî

ðîñòà âáëèçè ãðàíèöû îáëàñòè è ñ îïðåäåë¼ííûìè îöåíêàìè

ðîñòà íà áåñêîíå÷íîñòè.



Ïóñòü C � îòêðûòûé âûïóêëûé îñòðûé êîíóñ â Rn ñ

âåðøèíîé â íà÷àëå, b � âûïóêëàÿ íåïðåðûâíàÿ ïîçèòèâíî

îäíîðîäíàÿ ñòåïåíè 1 ôóíêöèÿ íà C . Ïàðà (b,C ) îïðåäåëÿåò
çàìêíóòîå âûïóêëîå íåîãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî

U = {ξ ∈ Rn : −〈ξ, y〉 ≤ b(y), ∀y ∈ C},

íå ñîäåðæàùåå öåëóþ ïðÿìóþ. Âíóòðåííîñòü U íåïóñòà è

ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

V = {ξ ∈ Rn : −〈ξ, y〉 < b(y), ∀y ∈ C}

à çàìûêàíèå V åñòü ìíîæåñòâî U.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè a ≥ 0 è b(y) = a‖y‖ äëÿ y ∈ C , òî

U(b,C ) = C ∗ + Ba, ãäå C ∗ = {ξ ∈ Rn : 〈ξ, y〉 ≥ 0,∀y ∈ C} �
ñîïðÿæ¼ííûé êîíóñ, Ba � øàð ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â íóëå.

Ïóñòü M = (Mk)∞k=0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ

÷èñåë Mk òàêàÿ, ÷òî M0 = 1 è lim
k→∞

lnMk

k
= +∞.

Îáîçíà÷àÿ äëÿ êðàòêîñòè U(b,C ) ÷åðåç U, à V (b,C ) � ÷åðåç
V , îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî GM(U) áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé f íà U ñëåäóþùèì îáðàçîì.



Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ m ∈ N è ε > 0 ïóñòü Gm,ε(U) �
ïðîñòðàíñòâî C∞(U)-ôóíêöèé f ñ êîíå÷íîé íîðìîé

pm,ε(f ) = sup
x∈V ,α∈Zn

+

|(Dαf )(x)|(1 + ‖x‖)m

ε|α|M|α|
. (2)

Ïóñòü GM(U) =
∞⋂

m=1

⋂
ε>0

Gm,ε(U). Ñåìåéñòâî íîðì pm,ε

îïðåäåëÿåò ëîêàëüíî âûïóêëóþ òîïîëîãèþ â GM(U).
Òàê êàê äëÿ y ∈ C è m ∈ N sup

ξ∈U
(−〈ξ, y〉+ m ln(1 + ‖ξ‖)) <∞ è

lim
k→∞

lnMk

k
= +∞, òî äëÿ ëþáîãî z ∈ Rn + iC ôóíêöèÿ

fz(ξ) = e i〈ξ,z〉 ïðèíàäëåæèò GM(U). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî

ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà Φ íà GM(U) ôóíêöèÿ

Φ̂(z) = (Φ, e i〈ξ,z〉)

êîððåêòíî îïðåäåëåíà â TC = Rn + iC . Áóäåì íàçûâàòü å¼

ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå-Ëàïëàñà ôóíêöèîíàëà Φ.



Ðîåâåð (De Roever J.W., Complex Fourier transformation and

analytic functionals with unbounded carriers, 1977) îïèñàë îáðàç

G ∗M(U) ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå-Ëàïëàñà

ôóíêöèîíàëîâ íà GM(U) ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî:
1). M2

k ≤ Mk−1Mk+1, ∀k ∈ N;
2). ∃H1 > 1 ∃H2 > 1 ∀k,m ∈ Z+ Mk+m ≤ H1H

k+m
2 MkMm;

3). ∃A > 0 ∀m ∈ N
∞∑

k=m+1

Mk−1

Mk
≤ Am

Mm

Mm+1
.

êàê íåêîòîðîå âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â

TC = Rn + iC . Îòìåòèì, ÷òî â åãî ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
M ÿâëÿåòñÿ íåêâàçèàíàëèòè÷åñêîé è èç óñëîâèé 1) è 3) ñëåäóåò,

÷òî h1, h2 > 0 òàêèå, ÷òî Mk ≥ h1h
k
2k! ∀k ∈ Z+.

Â (È.Õ. Ìóñèí, Ï.Â. Ôåäîòîâà, Ìàòåì. çàìåòêè, 85:6 (2009),

894�914) îïèñàíèå ñîïðÿæ¼ííîãî äëÿ GM(U) â òåðìèíàõ
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå-Ëàïëàñà ôóíêöèîíàëîâ áûëî ïîëó÷åíî

ïðè ìåíüøèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà M. À èìåííî, óñëîâèÿ 2) è 3)

áûëè çàìåíåíû ñëåäóþùèìè:

2)′. ∃H1 > 1 ∃H2 > 1 ∀k ∈ Z+ Mk+1 ≤ H1H
k
2 Mk ;

3)′. ∃Q1 > 0 ∃Q2 > 0 ∀k ∈ Z+ Mk ≥ Q1Q
k
2 k!.



Ïóñòü H = {hm}∞m=1 � ðàññìàòðèâàâøååñÿ âûøå ñåìåéñòâî

âûïóêëûõ ôóíêöèé. ∀m ∈ N îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Em(U)
C∞(U)-ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ

pm(f ) = sup
x∈V ,α∈Zn

+

|(Dαf )(x)|(1 + ‖x‖)m

ehm(α)
<∞.

Ïóñòü EH(U) =
∞⋂

m=1

Em(U). Íàäåëèì EH(U) òîïîëîãèåé

ïðîåêòèâíîãî ïðåäåëà ïðîñòðàíñòâ Em(U).
Ïóñòü Ab,H(TC ) èíäóêòèâíûé ïðåäåë ïðîñòðàíñòâ

Ab,m(TC ) =

{
f ∈ H(TC ) : ‖f ‖m = sup

z∈TC

|f (z)|
eb(Im z)+ϕm(z)(1 + 1

d(z) )m
<∞

}
.

Çäåñü H(TC ) � ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â

òðóá÷àòîé îáëàñòè TC = Rn + iC , d(z) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè
z ∈ TC äî ãðàíèöû TC .



×åðåç E∗H(U) îáîçíà÷èì ñèëüíîå ñîïðÿæåííîå äëÿ

ïðîñòðàíñòâà EH(U).

Òåîðåìà 2

Îòîáðàæåíèå L : Φ ∈ E∗H(U)→ Φ̂ óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì

ìåæäó E∗H(U) è Ab,H(TC ).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 2 âàæíóþ ðîëü èãðàþò Òåîðåìà

B, Òåîðåìà C è ñëåäóþùèå ôàêòû.

1. Îáùèé âèä ë.í.ô. íà EH(U). Äëÿ êàæäîãî m ∈ N
ââåä¼ì ïðîñòðàíñòâî

Cm(U) = {f ∈ C (U) : p̃m(f ) = sup
x∈U
|f (x)|(1 + ‖x‖)m <∞}.

Ïóñòü C ′m(U) � ïðîñòðàíñòâî ë.í.ô. íàä Cm(U).



Ïðåäëîæåíèå 1

Ïóñòü T ∈ E ′H(U) è ÷èñëà c > 0, m ∈ N òàêîâû, ÷òî

|T (f )| ≤ cpm(f ), f ∈ EH(U).

Òîãäà ∃ ôóíêöèîíàëû Tα ∈ C ′m(U) (α ∈ Zn
+) òàêèå, ÷òî

|Tα(f )| ≤ cp̃m(f )

ehm(α)
, f ∈ Cm(U), (3)

è T (f ) =
∑
|α|≥0

Tα(Dαf ), f ∈ EH(U).



2. Òåîðåìà òèïà Ïåéëè-Âèíåðà-Øâàðöà äëÿ ïðîñòðàíñòâà

Øâàðöà S(U) C∞(U)-ôóíêöèé f òàêèõ, ÷òî ∀ p ∈ Z+

‖f ‖p,U = sup
x∈V ,|α|≤p

|(Dαf )(x)|(1 + ‖x‖)p <∞. (4)

Äëÿ å¼ ôîðìóëèðîâêè îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Vb(TC ) êàê
èíäóêòèâíûé ïðåäåë ïðîñòðàíñòâ

Vb,m(TC ) =

{
f ∈ A(TC ) : Nm(f ) = sup

z∈TC

|f (z)|e−b(Im z)

(1 + ‖z‖)m(1 + 1
∆(z) )m

<∞

}
.

Òåîðåìà 3

Îòîáðàæåíèå F : Φ ∈ S∗(U)→ Φ̂ óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì

ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè S∗(U) è Vb(TC ).

Äëÿ b(y) = a‖y‖ (a ≥ 0) Òåîðåìà 3 ïîëó÷åíà Â.Ñ.
Âëàäèìèðîâûì.



Ïðè ïåðåõîäå îò èíòåãðàëüíûõ îöåíîê ê ðàâíîìåðíûì âàæíî

Ïðåäëîæåíèå 2

Ïóñòü z , ζ ∈ Cn òàêîâû, ÷òî

‖ζ − z‖ ≤ 1

(1 + ‖z‖)n
.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî m ∈ N

|ϕm(ζ)− ϕm(z)| ≤ 2ne2am+2n.

Î çàçîðå ìåæäó âåñîâûìè ôóíêöèÿìè ãîâîðèò

Ïðåäëîæåíèå 3

Äëÿ ëþáîãî m ∈ N íàéä¼òñÿ ïîñòîÿííàÿ lm > 0 òàêàÿ, ÷òî

ϕm+n(z) ≥ ϕm(z) +
n∑

j=1

ln+ |zj | − lm, z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn.



Íåìíîãî î äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 2. Ïðåæäå âñåãî
îòìåòèì, ÷òî åñëè z = x + iy ∈ TC (x ∈ Rn, y ∈ C ), òî ôóíêöèÿ
fz(ξ) = e i〈ξ,z〉 ∈ EH(U). Äåéñòâèòåëüíî, ∀m ∈ N

pm(fz) = sup
ξ∈V ,α∈Zn

+

|(iz)αe i〈ξ,z〉|(1 + ‖ξ‖)m

ehm(α)
=

= sup
α=(α1,...,αn)∈Zn

+

|z1|α1 · · · |zn|αn

ehm(α)
sup
ξ∈V

exp(−〈ξ, y〉+m ln(1+‖ξ‖)) ≤

≤ e
sup
α∈Zn+

(α1 ln+ |z1|+···+αn ln+ |zn|−hm(α))+sup
ξ∈V

(−〈ξ,y〉+m ln(1+‖ξ‖)))

.

Èçâåñòíî (È.Õ. Ìóñèí, Ï.Â. Ôåäîòîâà, Ìàòåì. çàìåòêè, 85:6

(2009)), ÷òî ∃d > 0, íå çàâèñÿùåå îò y ∈ C òàêîå, ÷òî

sup
ξ∈V

(−〈ξ, y〉+m ln(1+‖ξ‖)) ≤ b(y)+m(d+3 ln(1+
1

∆C (y)
))+2 ln(1+‖y‖)).

(5)

Îòñþäà è èç Ïðåäëîæåíèÿ 3 ïîëó÷èì, ÷òî

pm(fz) ≤ Aeb(y)+ϕm(2n+1)(z)

(
1 +

1

∆C (y)

)3m

, (6)



ãäå ïîñòîÿííàÿ A > 0 íå çàâèñèò îò z ∈ TC .

Òàêèì îáðàçîì, fz ∈ EH(U) è åñëè S ∈ E ′H(U), òî ôóíêöèÿ
Ŝ(z) = S(e i〈ξ,z〉) êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà TC . Ïîêàçûâàåòñÿ,

÷òî Ŝ ∈ A(TC ). Èç (7) ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå L : S ∈ E∗H(U)→ Ŝ äåéñòâóåò èç E∗H(U) â
Ab,H(TC ). Îíî áóäåò íåïðåðûâíûì.
Ïîêàæåì, ÷òî L ñþðúåêòèâíî. Ïóñòü F ∈ Ab,H(TC ). Òîãäà

F ∈ Ab,m(TC ) äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ N. Òàêèì îáðàçîì,

∫
TC

|F (ζ)|2e−2(b(Im ζ)+ϕm(ζ)+m ln(1+ 1
d(ζ)

))

(1 + ‖ζ‖)2n+1
dλn(ζ) <∞. (7)

Ñ ó÷¼òîì Ïðåäëîæåíèÿ 3∫
TC

|F (ζ)|2e−2(b(Im ζ)+ϕm+n(n+1)(ζ)+m ln(1+ 1
d(ζ)

))
dλn(ζ) <∞. (8)

Ïëþðèñóáãàðìîíè÷åñêàÿ â Cn ôóíêöèÿ ϕm+n(n+1)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Òåîðåìû B ñ ν = n. Êðîìå òîãî,
ôóíêöèÿ b(Imζ) + m ln(1 + 1

d(ζ) ) ïëþðèñóáãàðìîíè÷íà â TC .



Òîãäà ïî Òåîðåìå B ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ Φ ∈ A(Cn × TC )
òàêóþ, ÷òî Φ(ζ, ζ) = F (ζ) äëÿ ζ ∈ TC è ïðè íåêîòîðîì c > 0
(íå çàâèñÿùåì îò F )∫
Cn×TC

|Φ(z , ζ)|2e−2(ϕm+n(n+1)(z)+b(Im ζ)+m ln(1+ 1
d(ζ)

)

(1 + ‖(z , ζ)‖)2n(n+3)
dλ2n(z , ζ) ≤

≤ c

∫
TC

|F (ζ)|2e−2(b(Im ζ)+ϕm+n(n+1)(ζ)+m ln(1+ 1
d(ζ)

))
dλn(ζ). (9)

Îòñþäà, ïîëüçóÿñü Ïðåäëîæåíèÿìè 2 è 3 è òåì, ÷òî äëÿ

ëþáîãî îòêðûòîãî âûïóêëîãî êîíóñà Γ â Rn ñ âåðøèíîé â

íà÷àëå è ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé âûïóêëîé ïîçèòèâíî

îäíîðîäíîé ñòåïåíè 1 ôóíêöèè íà Γ äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî

íàéòè ïîñòîÿííóþ Aε > 0 òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáûõ y1, y2 ∈ Γ :
‖y2 − y1‖ ≤ 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|v(y2)− v(y1)| ≤ ε‖y1‖+ ε‖y2‖+ Aε,



ïîëó÷èì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì ν > 0 êàêîâî áû íè áûëî ε > 0
íàéä¼òñÿ ÷èñëî c1 > 0, çàâèñÿùåå îò ε, ÷òî

|Φ(z , ζ)| ≤ c1e
ϕm+ν(z)+bε(Im ζ)(1 + ‖ζ‖)n(n+3)

(
1 +

1

d(ζ)

)m+2n

,

(10)

ãäå bε(y) = b(y) + ε‖y‖, y ∈ C .
Òàê êàê Φ(z , ζ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ïî z , òî

Φ(z , ζ) =
∑
|α|≥0

Cα(ζ)zα, ζ ∈ TC , z ∈ Cn, ãäå Cα ∈ A(TC ).

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ ε > 0, α ∈ Zn
+, ζ ∈ TC

|Cα(ζ)| ≤
c1e

bε(Im ζ)(1 + ‖ζ‖)n(n+3)
(

1 + 1
d(ζ)

)m+2n

ehm+ν(α)
. (11)



Äàëåå, äëÿ êàæäîãî ε > 0 îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Vbε(TC ) êàê
èíäóêòèâíûé ïðåäåë ïðîñòðàíñòâ

Vbε,m(TC ) =

{
f ∈ A(TC ) : Nk,ε(f ) = sup

z∈TC

|f (z)|e−bε(y)

(1 + ‖z‖)k(1 + 1
∆C (y) )k

<∞

}
,

ãäå k ∈ Z+, z = x + iy , x ∈ Rn, y ∈ C . Ââèäó (12) äëÿ ëþáîãî

α ∈ Zn
+ ôóíêöèÿ Cα ïðèíàäëåæèò ïðîåêòèâíîìó ïðåäåëó

Ab(TC ) ïðîñòðàíñòâ Vbε(TC ). Ïî òîìó æå íåðàâåíñòâó
ìíîæåñòâî

{
ehm+ν(α)Cα

}
α∈Zn

+
îãðàíè÷åíî â êàæäîì Vbε(TC ).

Ñëåäîâàòåëüíî, îíî îãðàíè÷åíî â Ab(TC ). Íî ïðîñòðàíñòâî
Ab(TC ) ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì Vb(TC ) (Theorem D â

Musin, Il'dar Kh., Yakovleva, Polina V., Central European Journal

of Mathematics. 10(2), (2012)). Çíà÷èò, ìíîæåñòâî{
ehm+ν(α)Cα

}
α∈Zn

+
îãðàíè÷åíî â Vb(TC ). Ïî Òåîðåìå 2

ïðîñòðàíñòâà S∗(U) è Vb(TC ) èçîìîðôíû.



Ïîýòîìó íàéäóòñÿ ôóíêöèîíàëû Sα ∈ S∗(U): Ŝα = Cα. Â ñèëó

èçîìîðôèçìà ìíîæåñòâî A =
{
ehm+ν(α)Sα

}
α∈Zn

+
îãðàíè÷åíî â

S∗(U). Ïî òåîðåìå Øâàðöà (Â.Ñ. Âëàäèìèðîâ. Îáîáù¼ííûå

ôóíêöèè â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå) íàéäóòñÿ ÷èñëà c3 > 0 è

p ∈ N òàêèå, ÷òî

|F (f )| ≤ c3‖f ‖p,U , F ∈ A, f ∈ S(U).

Òàêèì îáðàçîì,

|Sα(f )| ≤ c3

ehm+ν(α)
‖f ‖p,U , f ∈ S(U), α ∈ Zn

+. (12)

Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë T íà EH(U) ïî ïðàâèëó:

T (f ) =
∑
|α|≥0

Sα((−i)|α|Dαf ), f ∈ EH(U)). (13)

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî T ∈ E ′H(U) è T̂ = F . Òàêèì îáðàçîì, L
ñþðúåêòèâíî.



Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû ñåìåéñòâà H.
(a). Ïóñòü p, q > 1. Ïóñòü (aj ,m)∞m=1 � ñòðîãî óáûâàþùàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë äëÿ êàæäîãî

j ∈ {1, . . . , n}, (a0,m)∞m=1 � ñòðîãî óáûâàþùàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë èëè íóëåâàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà ñåìåéñòâî ôóíêöèé

hm : x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn → a0,m(
n∑

j=1

|xj |)p +
n∑

j=1

aj ,m|xj |q (14)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì i1)− i5).
(b). òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì i1)− i5) ñåìåéñòâî ôóíêöèé

hm : x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn → (
n∑

j=1
|xj |)1+ 1

m +
n∑

j=1
|xj |1+ 1

m .


