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Ïðîáëåìà Íåâàíëèííû�Ïèêà

Ïóñòü Ω è Φ − äâå îäíîñâÿçíûå îáëàñòè, è ïóñòü {eα}α∈L
è {hα}α∈L − ìíîæåñòâà òî÷åê, ëåæàùèõ â Ω è Φ
ñîîòâåòñòâåííî.
Òðåáóåòñÿ íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè f , ãîëîìîðôíîé â Ω,
ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ â Φ è òàêîé, ÷òî

f(eα) = hα , α ∈ L

.

Ïðè ïîìîùè òåîðåìû Ðèìàíà èíòåðïîëÿöèîííóþ
ïðîáëåìó ìîæíî ñâåñòè ê ñëó÷àþ, â êîòîðîì îáëàñòè Ω
è Υ ñîâïàäàþò ñ íàïåðåä çàäàííûìè îáëàñòÿìè Ω∗ è Υ∗.
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Îáîçíà÷åíèÿ

BΩ,Φ := {F(z) ∈ H(Ω) : F(Ω) ⊂ Φ}

Â íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ñëó÷àÿõ îáëàñòè Ω è Φ ÿâëÿþòñÿ
ëèáî êðóãàìè, ëèáî ïîëóïëîñêîñòÿìè

D := {z : |z| < 1} , K := {z : Re z > 0} , H := {z : Im z > 0}

Bc := BD,K − ìíîæåñòâî ôóíêöèé Êàðàòåîäîðè

Bs := BD,D − ìíîæåñòâî ôóíêöèé Øóðà

Bn := BH,H − ìíîæåñòâî ôóíêöèé Íåâàíëèííû
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Îïèñàíèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé Êàðàòåîäîðè

Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå Ðèññà�Ãåðãëîòöà

F(z) ∈ Bc ⇐⇒ ñóùåñòâóåò ìåðà dσ(θ) ñ íîñèòåëåì íà
îòðåçêå [0, 2π] òàêàÿ, ÷òî

F(z) = i ImF(0) +
∫ 2π

0

e iθ + z
e iθ − z

dσ(θ)

F(z) ∈ Bc =⇒ 1
2

∑n
j,k=1

F(ej)+F(ek )

1−ejek
ξjξk

= 1
2

∑n
j,k=1

1
1−ejek

∫ 2π

0

(
e iθ+ej

e iθ−ej
+ e−iθ+ek

e−iθ−ek

)
dσ(θ)ξjξk

=
∑n

j,k=1

∫ 2π

0
1

(e iθ−ej)(e−iθ−ek )
dσ(θ)ξjξk =∫ 2π

0

∑n
j=1

ξj
e iθ−ej

∑n
k=1

ξk
e−iθ−ek

σ(θ) =
∫ 2π

0

∣∣∣ ∑n
j=1

ξj
e iθ−ej

∣∣∣2dσ(θ) ⩾ 0
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Îïèñàíèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé Íåâàíëèííû

Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå Ðèññà�Ãåðãëîòöà

F(z) ∈ Bn =⇒ ñóùåñòâóåò ìåðà dτ(u) ñ íîñèòåëåì íà
(−∞,∞) òàêàÿ, ÷òî

F(z) = µz + ν+

∫ ∞

−∞

1 + uz
u − z

dτ(u) , ãäå µ ⩾ 0 , −∞ < ν < ∞

F(z) ∈ Bn =⇒
∑n

j,k=1
F(ej)−F(ek )

ej−ek
ξjξk

= µ
∣∣∣ ∑n

j=1 ξj
∣∣∣2 + ∫ ∞

−∞

∣∣∣ ∑n
j=1

ξj
u−ej

∣∣∣2(1 + u2)dτ(u) ⩾ 0
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Ðåøåíèå ïðîáëåìû Íåâàíëèííû−Ïèêà â òåðìèíàõ ôîðì
ïîëó÷åíî â ðàáîòàõ Ïèêà (1916, 1920) äëÿ êîíå÷íîãî L,
è â ðàáîòå Íåâàíëèííû (1922) äëÿ ñ÷åòíîãî L

Òåîðåìà Êðåéíà�Ðåõòìàí (1938)

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè Íåâàíëèííû F(z),
óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì F(eα) = hα , α ∈ L , ãäå
{eα}α∈L è {hα}α∈L − çàäàííûå ìíîæåñòâà òî÷åê, ëåæàùèå
â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè H, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû âñå ôîðìû
∑n

j,k=0
hαj−hαk

eαj−eαk
ξjξk áûëè íåíåãàòèâíû.

Åñëè êàêàÿ-ëèáî èç ýòèõ ôîðì ñèíãóëÿðíà, òî ôóíêöèÿ
F(z) åäèíñòâåííà è ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé
ðàöèîíàëüíîé äðîáüþ.
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Ñëåäñòâèå òåîðåìû Êðåéíà�Ðåõòìàí

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè Êàðàòåîäîðè F(z),
óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì F(eα) = hα , α ∈ L , ãäå
{eα}α∈L ⊂ D è {hα}α∈L ⊂ K, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû âñå ôîðìû
∑n

j,k=0
hαj+hαk

1−eαj eαk
ξjξk áûëè íåíåãàòèâíû.

Åñëè êàêàÿ-ëèáî èç ýòèõ ôîðì ñèíãóëÿðíà, òî ôóíêöèÿ
F(z) åäèíñòâåííà è ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé äðîáüþ âèäà
F(z) = λ0 +

∑N
k=1 λk

tk−z
tk+z , Re λ0 = 0, λk > 0, |tk | = 1,

k = 1, . . . ,N, t1, . . . , tN ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè Øóðà F(z), óäîâë.
óñëîâèÿì F(eα) = hα , α ∈ L , ãäå {eα}α∈L ⊂ D è
{hα}α∈L ⊂ D, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ôîðìû∑n

j,k=0
1−hαj hαk

1−eαj eαk
ξjξk áûëè íåíåãàòèâíû.

Åñëè ê-ëèáî èç ôîðì ñèíã., òî ô-ÿ F(z) åäèíñòâåííà è
ÿâë. ðàö. ô-åé âèäà F(z) = γ

∏N
k=1

z−ek
1−zek

, |γ| = 1, ek ∈ D,
k = 1, . . . ,N.
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Ïðîáëåìà Íåâàíëèííû�Ïèêà ïðè íàëè÷èè êðàòíûõ
òî÷åê

Ïóñòü Ω è Φ − äâå îäíîñâÿçíûå îáëàñòè, è ïóñòü
e1, e2, . . . − ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê â Ω, h1, h2, . . . −
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Òðåáóåòñÿ íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè f , ãîëîìîðôíîé â Ω,
ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ â Φ è òàêîé, ÷òî

f (νn−1)(en) = hn , n = 1, 2, . . . ,

ãäå f k (e) − k -ÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f â òî÷êå e,
νn − êðàòíîñòü òî÷êè en â ìíîæåñòâå En := {e1, . . . , en}.

Ïðè ñâåäåíèè ïðîáëåìû Íåâàíëèííû−Ïèêà ê íàïåðåä
çàäàííûì îáëàñòÿì Ω∗ è Υ∗ âîçíèêàþò îïðåäåëåííûå
òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì ïðîèçâîäíûõ â
êðàòíûõ òî÷êàõ.
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Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ

Äëÿ çàäàííûõ a0 = 1 è êîìïëåêñíûõ a1, a2, . . . íàéòè
âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó dσ(θ) ñ íîñèòåëåì íà îòðåçêå
[0, 2π], îòëè÷íûì îò êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, è òàêóþ, ÷òî∫ 2π

0
e−inθdσ(θ) = an , n = 1, 2, . . . .

an =
∫ 2π

0
e−inθdσ(θ) ⇐⇒ 1 + 2

∑∞
n=1 zn

∫ 2π

0
e−inθdσ(θ)

=

∫ 2π

0

e iθ + z
e iθ − z

dσ(θ) ∈ Bc∞ ⇐⇒ f(z) = a0 + 2
∞∑

n=1

anzn ∈ Bc∞

Òðèã. ïðîáëåìà ìîìåíòîâ äëÿ ïîñë-òè a0 = 1, a1, a2, . . .
ðàçðåøèìà ⇐⇒ f(z) = a0 + 2

∑∞
n=1 anzn ∈ Bc∞.
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Óòî÷íåíèå îáîçíà÷åíèé

Bc0 − ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ôóíêöèé Êàðàòåîäîðè,
ñîñòîÿùåå èç ÷èñòî ìíèìûõ ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé
BcN − ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ôóíêöèé Êàðàòåîäîðè,
ñîñòîÿùåå èç ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñòåïåíè N ∈ N
âèäà F(z) = λ0 +

∑N
k=1 λk

tk−z
tk+z , Re λ0 = 0, λk > 0, |tk | = 1,

k = 1, . . . ,N, t1, . . . , tN ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Bc∞ := Bc \
(
∪N∈Z+ B

c
N

)
Bs0 − ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ôóíêöèé Øóðà,
ñîñòîÿùåå èç ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, ïî ìîäóëþ ðàâíûõ 1.
BsN − ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ôóíêöèé Øóðà,
ñîñòîÿùåå èç ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñòåïåíè N ∈ N
âèäà F(z) = γ

∏N
k=1

z−ek
1−zek

, |γ| = 1, ek ∈ D, k = 1, . . . ,N.

Bs∞ := Bs \
(
∪N∈Z+ B

s
N

)
Bn0 − ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ôóíêöèé Íåâàíëèííû,
ñîñòîÿùåå èç äåéñòâèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé
BnN − ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ôóíêöèé Íåâàíëèííû,
ñîñòîÿùåå èç äåéñòâèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.

Bn∞ := Bc \
(
∪N∈Z+ B

n
N

)
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Êðèòåðèé Êàðàòåîäîðè (1911)

Ïóñòü f(z) =
∑∞

n=0 anzn − ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä è

A f
n :=


a0 a1 . . . an−1

0 a0 . . . an−2

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . a0

 , Ã f
n :=


a0 0 . . . 0
a1 a0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
an−1 an−2 . . . a0

 ,
Mc,f

n := det
(
A f

n + Ã f
n

)
, n = 1, 2, . . . .

Òîãäà

1◦. f(z) − ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè êëàññà BcN, N ∈ Z+ ⇐⇒

Mc,f
n > 0 , n = 1, . . . ,N, è Mc,f

n = 0 , n = N + 1,N + 2, . . . .

2◦. f(z) − ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè êëàññà Bc∞ ⇐⇒

Mc,f
n > 0 , n = 1, 2, . . . .
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T(z) := 1−z
1+z . Ñëåäîâàòåëüíî, f ∈ BsN ⇐⇒ T ◦ f ∈ BcN

Ñëåäñòâèå êðèòåðèÿ Êàðàòåîäîðè

Ïóñòü f(z) =
∑∞

n=0 anzn − ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä,
a0 , −1. Òîãäà
1◦. f(z) − ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè êëàññà BsN, N ∈ Z+ ⇐⇒

Mc,T◦f
n > 0 , n = 1, . . . ,N, è Mc,T◦f

n = 0 , n = N + 1,N + 2, . . .

2◦. f(z) − ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè êëàññà BsN ⇐⇒

Mc,T◦f
n > 0 , n = 1, 2, . . .

ãäå (T ◦ f)(z) = 1−f(z)
1+f(z) =

1−a0−a1z−...
1+a0+a1z+... = b0 + b1z + . . .

Mc,T◦f
n = det


b0 + b0 b1 . . . bn−1

b1 b0 + b0 . . . bn−2

. . . . . . . . . . . .

bn−1 bn−2 . . . b0 + b0


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Êðèòåðèé Øóðà (1918)

Ïóñòü f(z) =
∑∞

n=0 anzn − ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä è

A f
n :=


a0 a1 . . . an−1

0 a0 . . . an−2

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . a0

 , Ã f
n :=


a0 0 . . . 0
a1 a0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
an−1 an−2 . . . a0

 ,
Ms,f

n := det
(
In − A f

nÃ f
n

)
, n = 1, 2, . . . , In :=

(
δj,k

)
j,k=1,...,n

.

Òîãäà

1◦. f(z) − ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè êëàññà BsN, N ∈ Z+ ⇐⇒

Ms,f
n > 0 , n = 1, . . . ,N, è Ms,f

n = 0 , n = N + 1,N + 2, . . .

2◦. f(z) − ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè êëàññà BsN ⇐⇒

Ms,f
n > 0 , n = 1, 2, . . .
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Ýêâèâàëåíòíîñòü êðèòåðèåâ Êàðàòåîäîðè è Øóðà

Ïóñòü f(z) =
∑∞

n=0 anzn − ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä è

A f
n :=


a0 a1 . . . an−1

0 a0 . . . an−2

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . a0

 , Ã f
n :=


a0 0 . . . 0
a1 a0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
an−1 an−2 . . . a0

 ,
Mc,f

n := det
(
A f

n + Ã f
n

)
, Ms,f

n := det
(
In − A f

nÃ f
n

)
Òîãäà

2n

|1 + a0|
2n

Ms,f
n = Mc,T◦f

n , n = 1, 2, . . .

ãäå (T ◦ f)(z) = 1−f(z)
1+f(z) =

1−a0−a1z−...
1+a0+a1z+... == b0 + b1z + . . .

Ïðè n = 1 2
|1+a0 |2

(1 − a0a0) = b0 + b0 = 1−a0
1+a0

+ 1−a0
1+a0
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Óòî÷íåíèå êðèòåðèÿ Êàðàòåîäîðè�Øóðà

Ïóñòü f(z) =
∑∞

n=0 anzn − ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä,
N ∈ Z+.
Òîãäà

1◦. f(z) − ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè êëàññà BζN, ζ = c, s ⇐⇒

Mζ,fn > 0 , n = 1, . . . ,N, è Mζ,fN+1 = Mζ,fN+2 = Mζ,fN+4 = Mζ,fN+6 = · · · = 0

Ïðè ýòîì èç ïåðâûõ N + 1 óñëîâèé

Mζ,fn > 0 , n = 1, . . . ,N, è Mζ,fN+1 = 0

ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) åäèíñòâåííà, à âåëè÷èíà
Mζ,fN+2p çàâèñèò òîëüêî îò a0, . . . , aN+p, p = 1, 2, . . .
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Îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü En = {e1, . . . , en} ⊂ C, νk − êðàòíîñòü òî÷êè ek â
ìíîæåñòâå Ek = {e1, . . . , ek }, k = 1, . . . , n, f(z) ∈ H(En),

A f
En

:=


(
z0f(z)

)(ν1−1)∣∣∣
z=e1

. . .
(
z0f(z)

)(νn−1)∣∣∣
z=en

. . . . . . . . .(
zn−1f(z)

)(ν1−1)∣∣∣
z=e1

. . .
(
zn−1f(z)

)(νn−1)∣∣∣
z=en

 .
AEn := A f

En
ïðè f(z) ≡ 1.

A
f
En
è AEn − ìàòðèöû, ïîëó÷àåìûå èç A f

En
è AEn

êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì ýëåìåíòîâ.

Ã f
En
è ÃEn − ìàòðèöû, ïîëó÷àåìûå èç A

f
En
è AEn çàìåíîé

ïîðÿäêà ñòðîê è ïîðÿäêà ñòîëáöîâ íà îáðàòíûé.
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Îáîçíà÷åíèÿ

Hn = {h1, . . . , hn} ⊂ C, φ
Hn
En
− (ëþáàÿ) ãîëîìîðôíàÿ íà En

ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî f (νn−1)(en) = hn , n = 1, 2, . . . ,

Mc;Hn
En

:= det

(
AEn −ÃEn

AHn
En

ÃHn
En

)
, Ms;Hn

En
:= det

(
AEn ÃHn

En

AHn
En

ÃEn

)

Mn;Hn
En

:= det

AEn iAEn

AHn
En

iA
Hn

En

 , ãäå AHn
En

:= A
φHn

En
En

Mζ,Hn
En

= Mζ,Hn
En
, ζ = c, s, n
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Ëåììà

Ïóñòü ζ = c, s, n, En = {e1, . . . , en} − ïðîèçâîëüíûé íàáîð
èç n òî÷åê, ëåæàùèõ â D, åñëè ζ = c, s, è ëåæàùèõ â H,
åñëè ζ = n. Ïóñòü f(z) ∈ Bζ è ïóñòü
Hn := {f (ν1−1)(e1), . . . , f (νn−1)(en)}, ãäå νk − êðàòíîñòü òî÷êè
ek â ìíîæåñòâå {e1, . . . , ek }. Òîãäà ïðè N = 0, 1, . . . ,∞

f(z) ∈ BζN =⇒

Mζ,Hn
En
> 0 , n ⩽ N ,

Mζ,Hn
En

= 0 , n > N .
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Òåîðåìà

Ïóñòü ζ = c, s, n, e1, e2, . . . − çàäàííàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê, ëåæàùèõ â D, åñëè ζ = c, s, è
ëåæàùèõ â ∈ H, åñëè ζ = n, h1, h2, . . . − çàäàííàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë,
En = {e1, . . . , en}, Hn = {h1, . . . , hn}. Òîãäà

1◦. Ñóùåñòâóåò f(z) ∈ BζN, N ∈ Z+, òàêàÿ, ÷òî

f (νn−1)(en) = hn , n = 1, 2, . . . , ⇐⇒

Mζ,Hn
En
> 0 , n = 1, . . . ,N, è Mζ,Hn,N

En,N
= 0 , n = N+1,N+2, . . . .

2◦. Ñóùåñòâóåò f(z) ∈ Bζ∞ òàêàÿ, ÷òî

f (νn−1)(en) = hn , n = 1, 2, . . . , ⇐⇒

Mζ,Hn
En
> 0 , n = 1, 2, . . .
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Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâ En,N è Hn,N

n ⩽ N + 2,=⇒ En,N := En, Hn,N := HH

n ⩾ N + 3 , νn < N + 2 =⇒ En,N := {ekn,1 , . . . , ekn,N+2},
Hn,N := {hkn,1 , . . . , hkn,N+2}

Âîçðàñòàþùèå èíäåêñû kn,1 < · · · < kn,N+2 = n òàêîâû,
÷òî êðàòíîñòü òî÷êè ekn,m â ìíîæåñòâå {ekn,1 , . . . , ekn,m}

ðàâíà νkn,m , m = 1, . . . ,N + 2

n ⩾ N + 3 , νn > N + 2 =⇒ En,N := {en, . . . , en︸     ︷︷     ︸
2νn−N−2

},

Hn,N := {hkn,1 , . . . , hkn,νn
, h∗n,1, . . . , h

∗
n,νn−N−2}
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Ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

Lemma

Ïóñòü En = {0, . . . , 0} , f(z) = a0 + a1z + · · ·+ an−1zn−1,

A f
n :=


a0 a1 . . . an−1

0 a0 . . . an−2

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . a0

 , Ã f
n :=


a0 0 . . . 0
a1 a0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
an−1 an−2 . . . a0

 .
Hn = {0!a0, . . . , (n − 1)!an−1}. Òîãäà

Mc;Hn
En

(0!a0, . . . , (n − 1)!an−1)2
= det(A f

n + Ã f
n) = Mc;f

n

Ms;Hn
En

(0!a0, . . . , (n − 1)!an−1)2
= det(In − A f

nÃ f
n) = Ms;f

n
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Ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

Òåîðåìà Êðåéíà−Ðåõòìàí ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
òåîðåìû ïðè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ e1, e2, . . .

Lemma

Ïóñòü En = {e1, . . . , en} − íàáîð ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
òî÷åê â H, Hn = {h1, . . . , hn} − ïðîèçâîëüíûé íàáîð
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, CEn = in

2 ∏n
j,k=1(ek − ej). Òîãäà

Mn;Hn
En

= det

AEn i AEn

AHn
En

i A
Hn

En

 = CEn det

(
hj − hk

ej − ek

)
j,k=1,...,n

,
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Îñíîâíûå ìîìåíòû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû

1 Òåîðåìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òîëüêî ëèøü ïðè ζ = s

Lemma

Ïóñòü g(z) = 1−f(z)
1+f(z) , f(en) , −1, n = 1, 2, . . . . Òîãäà

Mc;f
En

= 2n∏n
k=1 |1+f(ek )|2

Ms;g
n , n = 1, 2, . . .

Lemma

Ïóñòü g(z) = i−1f
(
i 1+z

1−z

)
, Dn :=

{
e1−i
e1+i , . . . ,

en−i
en+i

}
. Òîãäà

Mn;f
En

= 2n2∏n
k=1 |ek+i|2n Mc;g

Dn
, n = 1, 2, . . .
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Îñíîâíûå ìîìåíòû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû

2 F(z) ∈ Bs , |γ0| < 1 , ãäå γ0 := F(e1) =⇒

F(z) = γ0 +
(1 − |γ0|

2)τ1(z)

γ0τ1(z) +
1

F1(z)
γ0 := F(e1) , τ1(z) :=

z−e1
1−ze1

, F1(z) :=
F(z)−γ0

τ1(z)(1−γ0F(z))∈ B
s

3 F(z) ∈ BsN ⇐⇒ |γn| < 1, . . . , |γN−1| < 1, |γN | = 1 ⇐⇒
äðîáü îáðûâàåòñÿ íà N−ì øàãå.

4 F(z) ∈ Bs∞ ⇐⇒ |γ1| < 1, |γ2| < 1, . . . ⇐⇒ äðîáü
áåñêîíå÷íà.
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Îñíîâíûå ìîìåíòû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû

5

Lemma

F(z) ∈ Bs =⇒ Ms;F
En

=
∏n−1

p=0
(1−|γp |

2)n−p

|Q2p(ep+1)|2(1−|ep+1 |2)
, n = 1, 2, . . .

ãäå Q2p(z) − çíàìåíàòåëü 2p-é ïîäõîäÿùåé äðîáè
íåïðåðûâíîé äðîáè Øóðà, Q2p(z) , 0, z ∈ D.

6

|γ0| = 1 ⇐⇒ Ms;F
E1

= Ms;F
E2

= · · · = 0

|γn| < 1, . . . , |γN−1| < 1, |γN | = 1 ⇐⇒
Ms;F

E1
> 0, . . . ,Ms;F

EN
> 0, Ms;F

EN+1
= Ms;F

EN+2
= · · · = 0

|γn| < 1, n = 0, 1, . . . ⇐⇒ Ms;F
En
> 0, n = 0, 1, . . .
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Ïðîáëåìà ìîìåíòîâ Ãàìáóðãåðà

Äëÿ çàäàííûõ äåéñòâèòåëüíûõ a0 = 1, a1, a2, . . . íàéòè
âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó dσ(t) ñ íîñèòåëåì íà (−∞,∞),
îòëè÷íûì îò êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, òàêóþ, ÷òî∫ ∞

−∞

tndσ(t) = an , n = 0, 1, 2, . . . .

Òåîðåìà Ãàìáóðãåðà

Ïðîáëåìà Ãàìáóðãåðà ðàçðåøèìà ⇐⇒ ñóùåñòâóåò ô-ÿ
Íåâàíëèííû, äëÿ êîò. ðÿä f(z) = a1z + a2z2 + . . .
ÿâëÿåòñÿ åå àñèìïòîòè÷åñêèì ðÿäîì â òî÷êå z = 0

⇐⇒ det


a1 a2 . . . an

a2 a3 . . . an+1

. . . . . . . . . . . .
an an+1 . . . a2n−1

 > 0 , n = 0, 1, 2, . . .
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Lemma

Ïóñòü a1, . . . , , a2n−1 − äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, {e1, . . . , en}

−− ïðîèçâîëüíûé íàáîð èç n òî÷åê, ëåæàùèõ â H. Òîãäà

det


a1 a2 . . . an

a2 a3 . . . an+1

. . . . . . . . . . . .
an an+1 . . . a2n−1

 = lim
ε→+0

Mn;f2n−1
{εe1,...,εen}

, n = 1, 2, . . . ,

ãäå f2n−1(z) =
∑2n−1

k=1 ak zk .
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå
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