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Ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà
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+Q(x)y = λy, y = col(y1, . . . , yn),

ãäå B � íåâûðîæäåííàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà n× n,

B = diag(b−11 In1
, . . . , b−1r Inr

) ∈ Cn×n, n = n1 + . . . nr,

ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè bj 6= bk, è Q(x) � ïîòåíöèàëüíàÿ ìàòðèöà,
âïåðâûå áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòå Birkho� è Langer [1]. Âïîñëåäñòâèè
ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ óêàçàííûõ çàäà÷ ðàçâèâàëàñü âî ìíîãèõ íàïðàâëåíè-
ÿõ.

Íàèáîëåå èññëåäîâàííûìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
äëÿ îïåðàòîðîâ Äèðàêà è òèïà Äèðàêà. Â ÷àñòíîñòè, ìíîãèìè àâòîðàìè
èçó÷àëàñü êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà Äèðàêà íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå

By′ + V y = λy, (1)

ãäå y = col(y1(x), y2(x)),

B =

(
0 1
−1 0

)
, V (x) =

(
p(x) q(x)
q(x) −p(x)

)
,

Ñòðîåíèå ñïåêòðà ñèñòåìû (1) ñ ðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ðàñ-
ñìàòðèâàëè Í.Ï. Áîíäàðåíêî, Ñ.À. Áóòåðèí, Ì.Ì. Ìàëàìóä, Â.À. Ìàð÷åí-
êî, Ò.Â. Ìèñþðà, Á.Ñ. Ìèòÿãèí, È.Ì. Íàáèåâ, À.Ì. Ñàâ÷óê, È.Â. Ñàäîâ-
íè÷àÿ, À.À. Øêàëèêîâ, Â.À. Þðêî, A. Albeverio, R. Hryniv, Ya. Mykytyuk,
àâòîð íàñòîÿùåãî äîêëàäà è äðóãèå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñèñòåìà Äèðàêà (1), ãäå êîìïëåêñíîçíà÷-
íûå ôóíêöèè p, q ∈ L2(0, π) (V ∈ L2(0, π)), ñ äâóõòî÷å÷íûìè êðàåâûìè
óñëîâèÿìè

U1(y) = a11y1(0) + a12y2(0) + a13y1(π) + a14y2(π) = 0,
U2(y) = a21y1(0) + a22y2(0) + a23y1(π) + a24y2(π) = 0,

(2)

ãäå êîýôôèöèåíòû aij ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, à
ñòðîêè ìàòðèöû

A =

(
a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24

)
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ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Îñíîâíîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñòðîåíèÿ ñïåêòðà
çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñèñòåìû (1) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè
òèïà (2) è íåãëàäêèì êîìïëåêñíîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì V (x).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ‖f‖ = (|f1|2 + |f2|2)1/2 íîðìó ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà
f = col(f1, f2) ∈ C2 è ïîëîæèì 〈f ,g〉 = f1ḡ1+f2ḡ2, Îáîçíà÷èì ÷åðåç L2,2(a, b)
ïðîñòðàíñòâî äâóìåðíûõ âåêòîð-ôóíêöèé f(t) = col(f1(t), f2(t)) ñ íîðìîé

‖f‖L2,2(a,b) = (
∫ b
a
‖f(t)‖dt)1/2. Îïåðàòîð Ly = By′+V y áóäåì ðàññìàòðèâàòü

êàê ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå L2,2(0, π) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
D(L) = {y ∈W 1

1 [0, π] : Ly ∈ L2,2(0, π), Uj(y) = 0 (j = 1, 2)}.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

E(x, λ) =

(
c1(x, λ) −s2(x, λ)
s1(x, λ) c2(x, λ)

)
(3)

ìàòðèöó ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ñ êðàåâûìè
óñëîâèÿìè E(0, λ) = I, ãäå I åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, è ÷åðåç E0(x, λ) ôóí-
äàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé íåâîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ By′ = λy ñ
êðàåâûìè óñëîâèÿìè E0(0, λ) = I. Î÷åâèäíî,

E0(x, λ) =

(
cosλx − sinλx
sinλx cosλx

)
.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû E(x, λ) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

c1(x, λ)c2(x, λ) + s1(x, λ)s2(x, λ) = 1, (4)

ñïðàâåäëèâîì ïðè ëþáûõ x, λ.
Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (1), (2) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
∆(λ) = 0,

ãäå

∆(λ) =

∣∣∣∣ U1(E[1](·, λ)) U1(E[2](·, λ))
U2(E[1](·, λ)) U2(E[2](·, λ))

∣∣∣∣ ,
E[k](x, λ) � k-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû (3).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Jij îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé èç i-ãî è j-ãî ñòîëáöîâ
ìàòðèöû A. Îáîçíà÷èì J0 = J12 + J34, J1 = J14 − J23, J2 = J13 + J24.

Ìåòîäîì îïåðàòîðà ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæåò áûòü ïîêàçàíî [2], ÷òî õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü ∆(λ) çàäà÷è (1), (2) ìîæåò áûòü ïðèâåäåí ê
âèäó

∆(λ) = J12 + J34 + J14c2(π, λ)− J23c1(π, λ)− J13s2(π, λ)− J24s1(π, λ) =
= ∆0(λ) +

∫ π
0
r1(t)e−iλtdt+

∫ π
0
r2(t)eiλtdt,

(5)
ãäå ôóíêöèÿ

∆0(λ) = J0 + J1 cosπλ− J2 sinπλ = J0 + J1+iJ2
2 eiπλ + J1−iJ2

2 e−iπλ (6)
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ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì îïðåäåëèòåëåì íåâîçìóùåííîé çàäà÷è

By′ = λy, U(y) = 0, (7)

à ôóíêöèè rj ∈ L2(0, π), j = 1, 2.
Êðàåâûå óñëîâèÿ (2) ìîãóò áûòü ðàçäåëåíû íà 4 îñíîâíûõ òèïà.
Îïðåäåëåíèå. Êðàåâûå óñëîâèÿ (2) íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè, åñëè

J2
1 + J2

2 = (J14 + J32)2 + (J13 + J24)2 6= 0, (8)

è óñèëåííî ðåãóëÿðíûìè, åñëè äîïîëíèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

J2
0 6= J2

1 − J2
2 . (9)

Îïðåäåëåíèå. Êðàåâûå óñëîâèÿ (2) íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè, íî íå
óñèëåííî ðåãóëÿðíûìè, åñëè ñïðàâåäëèâî (8), íî (9) íå èìååò ìåñòà, ò.e.,

J2
0 = J2

1 − J2
2 .

Îïðåäåëåíèå. Êðàåâûå óñëîâèÿ (2) íàçûâàþòñÿ íåðåãóëÿðíûìè, åñëè

J0 6= 0, J1 + iJ2 6= 0, J1 − iJ2 = 0; J0 6= 0, J1 + iJ2 = 0, J1 − iJ2 6= 0.

Îïðåäåëåíèå. Êðàåâûå óñëîâèÿ (2) íàçûâàþòñÿ âûðîæäåííûìè, åñëè

J1 = J2 = 0; J0 = 0, J1+iJ2 6= 0, J1−iJ2 = 0; J0 = 0, J1+iJ2 = 0, J1−iJ2 6= 0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ (2) ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ∆0(λ) = 0 íå èìååò êîð-
íåé èëè ∆0(λ) ≡ 0.

Îáîçíà÷èì cj(λ) = cj(π, λ), sj(λ) = sj(π, λ), j = 1, 2. Îáîçíà÷èì òàêæå
÷åðåç PWσ êëàññ öåëûõ ôóíêöèé f(z) ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, íå ïðåâîñ-
õîäÿùåãî σ, òàêèõ ÷òî ‖f‖L2(R) <∞. Èçâåñòíî [3], ÷òî ôóíêöèè cj(λ), sj(λ)
äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå

cj(λ) = cosπλ+ gj(λ), sj(λ) = sinπλ+ hj(λ), (10)

ãäå gj , hj ∈ PWπ, j = 1, 2.
Ëåììà 1 [4]. Öåëûå ôóíêöèè u(λ) è v(λ) äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèÿ

u(λ) = sinπλ+ h(λ), v(λ) = cosπλ+ g(λ), (11)

ãäå h, g ∈ PWπ, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

u(λ) = −π(λ0 − λ)

∞∏
n=−∞
n6=0

λn − λ
n

,

ãäå λn = n+ εn, {εn} ∈ l2,

v(λ) =

∞∏
n=−∞

λn − λ
n− 1/2

,
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ãäå λn = n− 1/2 + κn, {κn} ∈ l2.
Ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî

çíà÷åíèÿ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû áóäåì èçó÷àòü çàäà÷ó (1), (2) ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèé

J13 6= J24, J14 = 0, J13 6= 0, J24 6= 0. (12)

Ñîîòíîøåíèÿì (12) óäîâëåòâîðÿåò øèðîêèé êëàññ êðàåâûõ óñëîâèé, íàïðè-
ìåð, óñëîâèÿ, çàäàâàåìûå ìàòðèöåé

A =

(
a1 b1 c1 d1
0 b2 c2 0

)
,

ãäå a1d1b2c2 6= 0, b2d1 6= −a1c2, â òîì ÷èñëå óñèëåííî ðåãóëÿðíûå, åñëè

A =

(
1 1 1 1
0 1 2 0

)
,

ðåãóëÿðíûå, íî íå óñèëåííî ðåãóëÿðíûå, åñëè

A =

(
1 1 1 +

√
2 1

0 1 2 0

)
,

íåðåãóëÿðíûå, åñëè

A =

(
1 1 3− i 1
0 1 2 0

)
,

âûðîæäåííûå, åñëè

A =

(
1 1 1+3i

2 2
0 2 1 0

)
.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó Äèðàêà (1), (2), (12). Èç (5), (6) ñëåäóåò, ÷òî õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü ∆(λ) ýòîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïðèâåäåí ê
âèäó

∆(λ) = J0 − J23c1(λ)− J13s2(λ)− J24s1(λ) = ∆0(λ) + f(λ), (13)

ãäå ∆0(λ) = J0 − (J13 + J24) sinπλ − J23 cosπλ, f ∈ PWπ. Ñïðàâåäëèâî è
îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ PWπ ñóùåñòâóåò ïîòåíöèàë V ∈
L2(0, π) òàêîé, ÷òî äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ ∆(λ) çàäà÷è
(1), (2), (12) ñ ïîòåíöèàëîì V (x) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (13).

Äîïîëíèòåëüíî ê (12) ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ (2) ðåãóëÿðíû,
ñòàëî áûòü, ñîãëàñíî (8)

(J1 + iJ2)(J1 − iJ2) 6= 0.
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Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîæåñòâî Λ ÿâëÿëîñü ñïåêòðîì îïåðà-
òîðà Äèðàêà (1), (2), (12) ñ êîìïëåêñíîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì V ∈ L2(0, π),
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî ñîñòîÿëî èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λn,j, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (14)

λn,j = 2n+
ln zj
iπ

+ εn,j , (14)

ãäå zj ÿâëÿÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

(J1 + iJ2)z2 + 2J0z + (J1 − iJ2) = 0,

à çíà÷åíèÿ âåòâè ëîãàðèôìà ôèêñèðóþòñÿ â ïîëîñå Imλ ∈ (−π, π], {εn,j} ∈
l2, j = 1, 2, n ∈ Z.

Çàìå÷àíèå. Íåîáõîäèìîñòü áûëà äîêàçàíà â [5].
Èç (5) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ∆(λ) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé ýêñïîíåí-

öèàëüíîãî òèïà, ñòàëî áûòü, äëÿ îïåðàòîðà (1), (2) ñóùåñòâóþò òîëüêî ñëå-
äóþùèå âîçìîæíîñòè:

1) ñïåêòð îòñóòñòâóåò;
2) ñïåêòð ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì íåïóñòûì ìíîæåñòâîì;
3) ñïåêòð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, íå èìåþùåå êîíå÷íîé

ïðåäåëüíîé òî÷êè;
4) ñïåêòð çàïîëíÿåò âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü.
Èç ñîîòíîøåíèé (5), (6) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ çàäà÷è (1), (2) ñëó÷àé 1) ðå-

àëèçóåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ êðàåâûõ óñëîâèé, çàäàâàåìûõ ìàòðèöåé(
1 i −1 i
1 −i 1 i

)
,

à ñëó÷àé 4) äëÿ êðàåâûõ óñëîâèé, çàäàâàåìûõ ìàòðèöåé(
1 −i 0 0
0 0 i 1

)
.

Åñòåñòâåííî, ýòè ñëó÷àè íåèíòåðåñíû ñ òî÷êè çðåíèÿ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè.
Äîêàçàíî [6], ÷òî ñëó÷àé 2 íåâîçìîæåí.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäà÷à (1), (2) èìååò êëàññè÷åñêóþ
àñèìïòîòèêó ñïåêòðà, åñëè îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, ïðè-
÷åì êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à (1), (2) ñ ëþáûìè ðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè
óñëîâèÿìè èìååò óêàçàííóþ àñèìïòîòèêó. Íà íàø âçãëÿä ïðåäñòàâëÿåòñÿ
èíòåðåñíûì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè çàäà÷ (1), (2) , äëÿ êîòîðûõ ðåàëèçó-
åòñÿ ñëó÷àé 3), íî êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåîãðàíè÷åííî ðàñòóò,
ò.å. çàäà÷, ñèñòåìà êîðíåâûõ ôóíêöèé êîòîðûõ ñîäåðæèò ïðèñîåäèíåííûå
ôóíêöèè ñêîëü óãîäíî âûñîêîãî ïîðÿäêà.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îïðåäåëèòåëü çàäà÷è (7) äëÿ íåðå-
ãóëÿðíûõ êðàåâûõ óñëîâèé ïðèíèìàåò âèä

∆0(λ) = c+ eiπλ èëè ∆0(λ) = c+ e−iπλ,
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ãäå â îáîèõ ñëó÷àÿõ c 6= 0, ïðè÷åì âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðîñòûå, à äëÿ
âûðîæäåííûõ êðàåâûõ óñëîâèé âîçìîæíû ñëó÷àè

∆0(λ) ≡ 0, ∆0(λ) ≡ c, ∆0(λ) = eiπλ, ∆0(λ) = e−iπλ,

â ïåðâîì èç êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé 4, à â îñòàëüíûõ ñëó÷àé 1, ïî-
ýòîìó ïîñòðîåíèå ïîòåíöèàëà V (x), îáåñïå÷èâàþùåãî íåîãðàíè÷åííûé ðîñò
êðàòíîñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé.

Äëÿ åå ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà òåîðåìà 1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
Äèðàêà ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè, çàäàâàåìûìè ìàòðèöåé(

1 0 0 1
0 1 1 0

)
. (15)

Óñëîâèÿ (15) ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíè óäîâëåòâî-
ðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (12). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî V ∈ L2(0, π). Èç (4)
ñëåäóåò, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü ∆(λ) çàäà÷è (1), (15) ìîæåò
áûòü ïðèâåäåí ê âèäó ∆(λ) = s1(λ) − s2(λ) =

∫ π
−π r(t)e

iλtdt = f(λ), ãäå
r ∈ L2(0, π), f ∈ PWπ. Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå, ò.å. äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ PWπ ñóùåñòâóåò òàêîé ïîòåí-
öèàë V (x), ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è
(1), (15) ∆(λ) ≡ f(λ). Ïðèìåðû ôóíêöèé èç êëàññà PWπ, èìåþùèõ êîðíè
ñêîëü óãîäíî âûñîêîé êðàòíîñòè, èçâåñòíû â ëèòåðàòóðå (ñì., íàïðèìåð, [7],
[8]). Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå äâóõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îïå-
ðàòîðà Äèðàêà, èìåþùèõ ïðèñîåäèíåíûå ôóíêöèè ñêîëü óãîäíî âûñîêîãî
ïîðÿäêà. Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå îäíîìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ íåîãðà-
íè÷åííî ðàñòóùåé êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàíåå áûëî óñòàíîâëå-
íî äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëóâèëëÿ è îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
îïåðàòîðà ëþáîãî ÷åòíîãî ïîðÿäêà [7], [8], [9].

Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ.

Ïîñòðîåíèå è ðàññìîòðåíèå ïîäîáíûõ ïðèìåðîâ-"óðîäöåâ" îêàçûâàåòñÿ
ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì îäíîãî èç îñíîâíûõ âîïðîñîâ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè íåñà-
ìîñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì � âîïðîñà î
áàçèñíîñòè ñèñòåìû êîðíåâûõ ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì îáûêíîâåííûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, ïîðîæäåííûé
äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

ly = y(n) + p2(x)y(n−2) + . . .+ pn(x)y = λy, (16)

çàäàííûì íà èíòåðâàëå (0, 1), ãäå âñå êîýôèöèåíòû pj ∈ L1(0, 1), è ëèíåéíî
íåçàâèñèìûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

Uj(y) =

n−1∑
k=0

(ajky
(j)(0) + bjky

(j)(1)) = 0. (17)
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Åñëè êðàåâûå óñëîâèÿ (17) ÿâëÿþòñÿ óñèëåííî ðåãóëÿðíûìè, òî ñèñòåìà ñîá-
ñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è (16), (17) îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà
â L2(0, 1) [10], [11]. Çàìåòèì, ÷òî â [12] ñîäåðæàëîñü îøèáî÷íîå óòâåðæäåíèå
î ñïðàâåäëèâîñòè óêàçàíîé òåîðåìû äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ ëþáûõ ðåãó-
ëÿðíûõ êðàåâûõ óñëîâèé. Ïðàâèëüíîå ðåøåíèå áûëî äàíî â ðàáîòå À.À.
Øêàëèêîâà [13], ãäå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñèñòåìà êîðíåâûõ ôóíêöèé îïå-
ðàòîðà (16), (17) ñ ðåãóëÿðíûìè, íî íå óñèëåííî ðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè
óñëîâèÿìè îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà ñî ñêîáêàìè, ïðè÷åì â áëîê íóæíî îáúåäè-
íÿòü ëèøü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, îòâå÷àþùèå ïîïàðíî áëèçêèì ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèÿì. Â [14] À.Ì. Ìèíêèí ïîëó÷èë â îïðåäåëåííîì ñìûñëå îá-
ðàòíîå óòâåðæäåíèå: èç áåçóñëîâíîé áàçèñíîñòè ñèñòåìû êîðíåâûõ ôóíêöèé
çàäà÷è (16), (17) âûòåêàåò ðåãóëÿðíîñòü êðàåâûõ óñëîâèé, íî â ñâîåé ïîñëå-
äóþùåé ðàáîòå [15] ñäåëàë îãîâîðêó, ÷òî êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
îãðàíè÷åíû îäíîé ïîñòîÿííîé. Îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå äàííîãî âîïðîñà ê
íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîëó÷åíî òîëüêî äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ

Ly = y′′ − q(x)y

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (17). Îòñóòñòâèå äàæå îáû÷íîé áàçèñíîñòè ñèñòå-
ìû ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé äëÿ íåðåãóëÿðíûõ êðàåâûõ
óñëîâèé âûòåêàåò èç ðàáîò S. Ho�man [16] è M.H. Stone [17], [18], à äëÿ
âûðîæäåííûõ èç ðàáîò À.Ñ. Ìàêèíà [19], [20].
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