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Ñèìâîëàìè ψ(a) è G (a) îáîçíà÷èì äèãàììà-ôóíêöèþ (ëîãàðèô-

ìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ Ã-ôóíêöèè) Ýéëåðà è ñâÿçàííóþ ñ íåé

ôóíêöèþ, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

ψ(a) =
Ã′(a)

Ã(a)
, G (a) = ψ

(
1+ a

2

)
− ψ

(a
2

)
.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ äëÿ ôóíêöèé ψ(a) è G (a) ñëåäóåò ñïðàâåäëè-

âîñòü ôîðìóë

ψ(a) = −γ +
+∞∑
k=0

(
1

k + 1
− 1

k + a

)
, G (a) =

+∞∑
k=0

(−1)k

k + a
,

ãäå γ - ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà.



Tåîðåìà Ãàóññà î çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè ψ(a) â ðàöèîíàëüíûõ òî÷-
êàõ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

Theorem (Ãàóññà)

Ïóñòü p, q ∈ N è 0 < p < q. Òîãäà

ψ

(
p

q

)
= −γ− ln(2q)− π

2
ctg

(
pπ

q

)
−2

[q−1]/2∑
k=1

cos
2pkπ

q
ln sin

kπ

2q
,

ãäå [x ] - öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x .

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ìîæíî èçâëå÷ü, íàïðèìåð, èç

èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

ψ(a) = −γ +

1∫
0

1− ta−1

1− t
dt.

Â äîêëàäå ðå÷ü ïîéä¼ò îá àíàëîãàõ ýòîé òåîðåìû äëÿ íåêîòîðûõ

ñóìì, ðîäñòâåííûõ ñ ñóììîé ψ(a), è, â ÷àñòíîñòè, åù¼ îá îäíîì
å¼ äîêàçàòåëüñòâå.



Äîêëàä÷èêîì â ñîàâòîðñòâå ñ ïðîô. Ìèðçîåâûì Ê.À. ïðåäëîæåí

ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ñðåäñòâàìè ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îáûêíî-

âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïîëó÷àòü èíòåãðàëüíîå

ïðåäñòàâëåíèå ñóìì íåêîòîðûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ è ñïåöèàëüíûõ

ôóíêöèé.

Èçëîæó ñóòü ìåòîäà íà ïðèìåðå ñëåäóþùåãî îïåðàòîðà:

Ïóñòü −1 < a < 1 è S - ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð, ïîðîæä¼í-

íûé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2[0, π] âûðàæåíèåì

l2[y ] = −y ′′ − a2y

è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå y(0) = y(π) = 0. Õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî

µk = k2 − a2, è ϕk(x) =

√
2

π
sin kx , k = 1, 2, . . .

ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèè è îðòîíîðìèðîâàííûå

ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà S .



Ñèìâîëîì G (x , t) îáîçíà÷èì ôóíêöèþ Ãðèíà çàäà÷è{
l2[y ] = f

y(0) = y(π) = 0.

Ôóíêöèÿ G (x , t) ñóùåñòâóåò, ò.ê. òî÷êà λ = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿð-

íîé òî÷êîé îïåðàòîðà S , è äëÿ íå¼ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

G (x , t) =
cos a(x + t − π)− cos a(|x − t| − π)

2a sin(aπ)
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôóíêöèÿ G (x , t) ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ðåçîëüâåíòû

îïåðàòîðà S , è, ïðèìåíÿÿ ñïåêòðàëüíóþ òåîðåìó, ïîëó÷àåì, ÷òî

äëÿ íå¼ ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

G (x , t) =
2

π

+∞∑
k=1

sin kx sin kt

k2 − a2
.



Â ÷àñòíîñòè, ïðè t = x èìååì

sin(ax) sin a(π − x)

a sin(aπ)
=

1

π

+∞∑
k=1

1− cos 2kx

k2 − a2
,

à ïðè t = π/2 -

sin(ax)

2a cos(aπ/2)
=

2

π

+∞∑
k=1

(−1)k−1 sin(2k − 1)x

(2k − 1)2 − a2
.

Èñïîëüçóÿ ýòè ðàâåíñòâà, ýëåìåíòàðíîå òîæäåñòâî

sin(2k − 1)x

sin x
= 1+ 2

k−1∑
j=1

cos(2jx)

è èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Ôóðüå ôóíêöèé

ln tg(π/4+ x/2), ln 2 cos x , ln 2 sin x

íà ïðîìåæóòêå 0 < x < π/2, ïðèõîäèì ê ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäó-

þùåé òåîðåìû.



Theorem (1)
Ïóñòü 0 < a < 1. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

+∞∑
k=1

(−1)k−1

(2k − 1)2 − a2
=

1

2a cos(aπ/2)

π/2∫
0

sin(ax)

sin x
dx ,

+∞∑
k=1

1

(2k − 1)((2k − 1)2 − a2)
=

1

2a2

tg(aπ/2)

π/2∫
0

sin(ax)

sin x
dx −

π/2∫
0

1− cos(ax)

sin x
dx

 ,

+∞∑
k=1

(−1)k

k(k2 − a2)
=

ln 2

a2
− 1

a3 sin(aπ)

π/2∫
0

(
sin(ax)

sin x

)
2

dx ,

+∞∑
k=1

1

k(k2 − a2)
=

ln 2

a2
+

+
1

a2

 π/2∫
0

(
sin(2ax)

2a
− x

)
dx

sin2 x
− ctg(aπ)

a

π/2∫
0

(
sin(ax)

sin x

)
2

dx

 .



Ïîäîáíûå òîæäåñòâà èìåþò îñîáîå çíà÷åíèå, ò.ê. èõ ëåâûå ÷à-

ñòè, î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè äëÿ ÷è-

ñåë β(2m), λ(2m + 1) = (1 − 2−(2m+1))ζ(2m + 1), η(2m + 1) =
(1− 2−2m)ζ(2m+ 1) è ζ(2m+ 1) ïðè m ∈ N , ãäå äçåòà-ôóíêöèÿ

Ðèìàíà ζ(s) è áåòà-ôóíêöèÿ Äèðèõëå β(s) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåí-
ñòâàìè

ζ(s) =
+∞∑
k=1

1

ks
, β(s) =

+∞∑
k=1

(−1)k−1

(2k − 1)s
.

Òàêèì îáðàçîì, ðàñêëàäûâàÿ ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ èç

òåîðåìû 1 â ðÿäû Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì a è ïðèðàâíèâàÿ êîýô-

ôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ, ïîëó÷èì èçâåñòíûå èíòå-

ãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ ÷èñåë.



Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

G = β(2) =
1

2

π/2∫
0

x

sin x
dx ,

λ(3) =
1

4

π/2∫
0

x(π − x)

sin x
dx =

π

2
β(2)− 1

4

π/2∫
0

x2

sin x
dx ,

η(1) = ln 2 =
1

π

π/2∫
0

x2

sin2 x
dx ,

η(3) =
1

6π

π/2∫
0

x2(π2 − 2x2)

sin2 x
dx =

π2

6
ln 2− 1

3π

π/2∫
0

x4

sin2 x
dx ,

ζ(3) =
1

3π

π/2∫
0

x2(π − x)2

sin2 x
dx =

2π2

7
ln 2− 8

21

π/2∫
0

x3

sin2 x
dx .



Äëÿ ôóíêöèé ψ(a) è G (a) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå èç
òåîðåìû 1.

Corollary (1)

Ïðè 0 < a < 1 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ψ(a) = −γ−2 ln 2−π
2
ctg(aπ)+

1

sin(aπ)

π/2∫
0

sin(aπ)− cos(2a− 1)x

cos x
dx =

= −γ−ln 2− 1

2a
−π
2
ctg(aπ)−

π/2∫
0

(
sin 2ax

2a
− x

)
dx

sin2 x
+
ctg(aπ)

a

π/2∫
0

(
sin ax

sin x

)2

dx ,

G (a) =
π

2 sin(aπ)
− 1

sin(aπ)

π/2∫
0

sin(2a− 1)x

sin x
dx =

=
π

2 sin(aπ)
+

1

2a
− 1

a sin(aπ)

π/2∫
0

(
sin ax

sin x

)2

dx .

Óäèâèòåëüíî, íî ïðèâåä¼ííûå çäåñü ôîðìóëû äëÿ ψ(a) ìû íèãäå

íå íàøëè, â òî âðåìÿ, êàê ôîðìóëû äëÿ G (a) - èçâåñòíû.



Ïóñòü òåïåðü a ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé ïîëîæèòåëüíîé ðàöèîíàëü-

íîé äðîáüþ, ò.å. a = p
q , ãäå p, q ∈ N è 0 < p < q. Òîãäà èí-

òåãðàëû, ñòîÿùèå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ òåîðåìû 1, ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå
π/(4q)∫
0

R(sin x , cos x)dx , ãäå R(x , y) - ïðàâèëüíàÿ

äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, è ÿâíî âû÷èñëÿþòñÿ. À èìåííî,

ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.



Theorem (2)
Ïðè a = p

q , ãäå p, q ∈ N è 0 < p < q, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

+∞∑
k=1

(−1)k−1

(2k − 1)2 − a2
=

q

p

q∑
k=1

(−1)k sin (2k − 1)pπ

2q
ln sin

(2k − 1)π

4q
,

+∞∑
k=1

1

(2k − 1)((2k − 1)2 − a2)
= 2

(
q

p

)2 q∑
k=1

(−1)k sin2 pkπ

2q
ln sin

kπ

2q
,

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k(k2 − a2)
=

(
q

p

)2
{

q

2p
− ln 2+ 2

q∑
k=1

cos
(2k − 1)pπ

q
ln sin

(2k − 1)π

4q

}
,

+∞∑
k=1

1

k(k2 − a2)
=

(
q

p

)2
{
ln 4q − q

2p
− 2

q∑
k=1

cos
2pkπ

q
ln sin

kπ

2q

}
.



Ïðè ýòîì ëþáîïûòíî, ÷òî äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñïðàâåäëèâîñòè ýòîé

ëåììû âåñüìà ïîëåçíûìè îêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

q∑
k=1

sin
(2k − 1)pπ

q
ctg

(2k − 1)π

4q
= q

è
q∑

k=1

sin
2pkπ

q
ctg

kπ

2q
= q − 2p

ãäå p, q ∈ N è 0 < p < q.



Ðàâåíñòâà òåîðåìû 2 ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè òåîðåìû Ãàóññà î çíà-

÷åíèÿõ äèãàììà-ôóíêöèè Ýéëåðà â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ, ñôîð-

ìóëèðîâàííîé íàìè íà ñëàéäå 3, è ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1 ñîäåð-

æàò åù¼ îäíî äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû.



Åñëè æå ïîëîæèòü a = an = (pn/qn) → 0 ïðè n → +∞ è ïå-

ðåéòè ê ïðåäåëó â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ èç òåîðåìû 2, ìîæíî

ïîëó÷èòü íîâûå àïïðîêñèìàöèè äëÿ ln 2, ïîñòîÿííûõ Êàòàëàíà

(G ) è Àïåðè (ζ(3)). Â ÷àñòíîñòè, ïîëàãàÿ an = 1/(2n), ïðèõîäèì
ê ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåãî ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 2.



Corollary (2)

Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ln 2 = lim
n→+∞

(
n +

n∑
k=1

cos(2k − 1)
π

2n
ln
(
1− cos(2k − 1)

π

2n

))
,

G = 2 lim
n→+∞

n
n∑

k=1

(−1)k sin(2k − 1)
π

4n
ln tg(2k − 1)

π

8n
,

ζ(3) = 4 lim
n→+∞

n2

(
ln(2n)− 2n −

n∑
k=1

cos
kπ

n
ln

(
1− cos

kπ

n

))
=

=
32

7
lim

n→+∞
n2

(
ln(2n) +

n∑
k=1

(−1)k cos kπ
2n

ln ctg
kπ

4n

)
=

=
16

3
lim

n→+∞
n2

(
ln 2− n −

n∑
k=1

cos(2k − 1)
π

2n
ln
(
1− cos(2k − 1)

π

2n

))
.
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