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Уравнение
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x = (x1,x2) ∈ R2, ∆x = ∂ 2/∂ x21 + ∂
2/∂ x22 ,

частота ω, скорость звука c(x, z), функции F ∈ C∞0 (R2), G ∈ C∞0 (R).
Правая часть локализована в окрестности точки (x0, z0) ∈ R3,
параметры µ1, µ2 отвечают за степень локализации правой части.

Безразмерные переменные:

z = z′d0, x = x′l0.

Малый параметр
h= d0/l0.

Пусть следующие величины являются «малыми одного порядка»:

h∼ µ1l−10 ∼ µ2d
−1
0 .



Приходим к уравнению в новых координатах
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где f (ξ,η) = F(ξ)G(η) ∈ C∞0 (R2)⊗ C∞0 (R),
k(x, z) =ωd0/c(x, z).



x
z z = D(x)

z +

z

Две среды с показателями k±(x)> 0 и плотностями ρ±(x)> 0.

k(x, z) =

¨

k+(x), z ∈ (D(x), z+];
k−(x), z ∈ [z−,D(x)),

ρ(x, z) =

¨

ρ+(x), z ∈ (D(x), z+];
ρ−(x), z ∈ [z−,D(x)).

Граничные условия на неизвестную функцию u(x, z):

u|z=z± = 0, u,ρ−1
∂ u
∂ z

непрерывны.
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Рассматривается асимптотическое решение при h→+0 уравнения
h
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h
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+O(h∞)

в виде быстроосциллирующей по x функции, удовлетворяющей
граничным условиям.

z — «быстрая» переменная,
x — «медленная» переменная x.

Адиабатическая редукция
(операторный метод разделения переменных)
В. В. Белов, С. Ю. Доброхотов, Т. Я. Тудоровский, ТМФ, 141:2, 2004

h-псевдодифференциальный оператор

H (x,−ih∂x) = −h2∆x −
∂ 2

∂ z2
− k2(x, z)

с операторнозначным символом

H (x,p) = p2 −
∂ 2

∂ z2
− k2(x, z), x ∈ R2, p ∈ R2.



При фиксированных (x,p) = (ex,ep) оператор

H (ex,ep) = ep2 −
∂ 2

∂ z2
− k2(ex, z)

с областью определения
�

χ(z) ∈ L2((z−, z+),ρ
−1dz) | χ,ρ−1χ ∈ AC(z−, z+),

H (ex,ep)χ ∈ L2((z−, z+),ρ
−1dz),

χ|z=z−+0 = χ|z=z+−0 = 0
	

, ρ = ρ(ex, z)

самосопряжен.
ОператорH (ex,ep) имеет:
1 Простой дискретный спектр

�

ep2 −Eν
	∞
ν=1,

причем

. . .< Eν < . . .< E2 < E1, lim
ν→∞

Eν = −∞.

2 Ортонормированный базис в L2((z−, z+),ρ−1dz) из собственных
функций χν(z).



Пары (E ,χ) = (Eν,χν) находятся из спектральной задачи

χ ′′(z) + k2(ex, z)χ(z) = Eχ(z)

с граничными условиями

χ(z+) = χ(z−) = 0,

χ(D(ex)− 0) = χ(D(ex) + 0),
χ ′(D(ex)− 0)
ρ−(ex)

=
χ ′(D(ex) + 0)
ρ+(ex)

.

Рассмотрим собственную функцию отдельно для каждой среды:

χ(z) =

¨

χ+(z), z ∈ (D(ex), z+];
χ−(z), z ∈ [z−,D(ex)).

Получаем два уравнения с постоянными коэффициентами

χ ′′−(z) + k
2
−(ex)χ−(z) = Eχ−(z), χ ′′+(z) + k

2
+(ex)χ+(z) = Eχ+(z).



Их общие решения (A+,A− ∈ C — произвольные постоянные):

(A1) χ±(z) =
A±p
k2±−E

sin[
Æ

k2± −E (z− z±)], если k2± −E > 0;

(A2) χ±(z) = A±(z− z±), если k2± −E = 0;

(A3) χ±(z) =
A±p
−(k2±−E)

sinh[
Æ

−(k2± −E )(z− z±)], если k2± −E < 0,

Функции вида (A1)–(A3) можно записать единым образом:

χ±(z) = A±(z− z±)s((k2± −E )(z− z±)
2), s(ζ) =

sin
p

ζ
p

ζ
.

Граничные условия накладывают следующие ограничения на A±, E :
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где
c(ζ) = cos
p

ζ.



Приходим к дисперсионному соотношению

−ρ+ · (D− z+)c((k2− −E )(D− z−)
2)s((k2+ −E )(D− z+)

2)+

+ρ− · (D− z−)c((k2+ −E )(D− z+)
2)s((k2− −E )(D− z−)

2) = 0,

где ρ± = ρ±(ex), k± = k±(ex), D= D(ex).
Вводя функцию D(E ,x), можем записать уравнение в виде

D(E ,ex) = 0.

Возникает последовательность решений E = Eν уравнения D(E ,ex) = 0.



Коэффициенты A+, A− находятся из граничных условий и из условия
нормировки

〈χ(z),χ(z)〉=
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ρ−(ex)

∫ D(ex)
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Вычисления дают
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.

Получаем
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где

C0 =
h

(D− z+)(D− z−)s((k2+ −E )(D− z+)
2)s((k2− −E )(D− z−)

2)+

+ρ−1+ ρ
−1
− c((k

2
+ −E )(D− z+)

2)c((k2− −E )(D− z−)
2)
i

×

×
h

[s((k2− −E )(D− z−)
2)(D− z−)]2+ [ρ−1− c((k

2
− −E )(D− z−)

2)]2
i−1

.



При произвольных (x,p) для оператора

H (x,p) = p2 −
∂ 2

∂ z2
− k2(x, z)

получаем серию собственных значений
�

p2 −Eν(x)
	∞
ν=1,

и ортонормированных собственных функций
�

χν(x, z)
	∞
ν=1.



Асимптотическое решение уравнения

[H (x,−ih∂x)]u= f
�x− x0

h
,
z− z0

h

�

представляем в виде

u(x, z,h) =
∞
∑

ν=1

φν(z;x,−ih∂x,h)uν(x,h),

где
1 uν(x,h) — новые неизвестные функции.
2 φν(z;x,−ih∂x,h), ν ∈ N — ПДО с некоторыми символами
φν(z;x,p,h), ν ∈ N, зависящими от координаты z.

Символы ПДО φν находятся из условий для каждого ν ∈ N:

H (x,−ih∂x)◦φν(z;x,−ih∂x,h) = φν(z;x,−ih∂x,h)◦Hν(x,−ih∂x,h)+O(h∞)

для некоторых ПДО Hν(x,−ih∂x,h) с символами

Hν(x,p,h): R4 ×R>0→ C, ν ∈ N.



Известно, что первые члены разложений символов

φν(z;x,p,h) = φν,0+ hφν,1+ . . . , Hν(x,p,h) = Hν,0+ hHν,1+ . . . ,

равны

Hν,0(x,p) = p
2 −Eν(x),

φν,0(z;x) = χν(x, z),

Hν,1(x,p) = −i
2
∑

j=1

D

χν,
∂ χν
∂ pj

∂ Eν
∂ xj

+
∂H
∂ pj

∂ χν
∂ xj

E

= −2i
2
∑

j=1

pj〈χν,∇xjχν〉.

Разложение правой части:

f =
∞
∑

ν=1

χνfν, fν = 〈χν, f 〉.



Приходим к семейству задач на поиск асимптотического решения
uν(x,h) уравнения

Hν(x,−ih∂x,h)uν(x,h) = fν
�x− x0

h

�

, ν ∈ N.

Аникин А.Ю., Доброхотов С.Ю., Назайкинский В.Е., Руло М.,
“Канонический оператор Маслова на паре лагранжевых многообразий
и асимптотика решений стационарных уравнений с локализованными
правыми частями”, Доклады Академии наук, № 6, с. 624-628



Гамильтониан
H(x,p)≡ Hν,0(x,p) = p

2 −Eν(x).

Напомним,

−∞← . . .< Eν(x0)< . . .< E2(x0)< E1(x0).

Предполагается, что Eν(x0) ̸= 0 для любого ν.
1 Эллиптические моды: Eν(x0)< 0, то есть {p | p2 −Eν(x0)}= ;.
Тогда вне окрестности x0 решение имеет вид uν ∈ O(h∞).

2 Гиперболические моды: Eν(x0)> 0. Их конечное число.

Пусть зафиксирована гиперболическая мода ν= eν, E
eν(x0)> 0.



Система Гамильтона с начальными условиями на S1 = {p2 = Eν(x0)}:

dx
dτ

= 2p,
dp
dτ

=
∂ E
eν

∂ x
(x), x
�

�

τ=0 = x
0, p
�

�

τ=0 =
Æ

E
eν(x0)
�

cosψ
sinψ

�

.

Решения: x = X(ψ,τ), p= P(ψ,τ).

Функция E
eν(x) задана неявно уравнением D(E ,x) = 0.

Устранение зависимости от неявной функции:

dx
dτ

= 2p,
dp
dτ

= −
h∂D
∂ E

i−1 ∂D
∂ x

�

�

�

E=p2
.

Предположения:
1 Решения x = X(ψ,τ), p= P(ψ,τ) определены при всех τ≥ 0,
ψ ∈ S1.

2 Для любого R> 0 найдется τR, что |X(ψ,τ)|> R при τ > τR и
ψ ∈ S1.

Лагранжево многообразие в фазовом пространстве R4 ∋ (x,p)

Λ= {(x,p) = (X(ψ,τ),P(ψ,τ)) |ψ ∈ S1, τ > 0},

оснащенное гладкой мерой dµ= dψ∧ dτ.



Главная часть асимптотического решения уравнения

H
eν(x,−ih∂x,h)ueν(x,h) = feν

�x− x0

h

�

вне окрестности x0 задается каноническим оператором Маслова

u
eν(x,h)≍
p

2πh exp(πi/4)[K(Λ,dµ)B](x,h),

действующим на функцию

B(ψ,τ) = A(P(ψ,0)) exp
�

− i
∫ τ

0
Hsub(P(ψ,τ′),X(ψ,τ′))dτ′
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,
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∫
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2
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Если Λ ⊂ R2x ×R
2
p диффеоморфно проектируется на R

2
x , то получаем

ВКБ-функцию.

Пусть отображение (ψ,τ) 7→ X(ψ,τ) окрестности U точки ( eψ, eτ) ∈ Λ
является вложением в R2x .
Тогда в X(U) определено обратное отображение x 7→ [X−1](x) и в X(U)
имеем ВКБ-представление

u
eν(x,h)≍
p

2πh exp
� iπ
4

�exp
� iΦ(ψ,τ)

h

�

B(ψ,τ)
p

J(ψ,τ)

�

�

�

(ψ,τ)=[X−1](x)
,

где

Φ(ψ,τ) = 2
∫ τ

0
P2(ψ,τ′)dτ′, J(ψ,τ) =

dx
dµ

= det
∂ X(ψ,τ)

∂ (ψ,τ)
.



Алгоритм:
1 Из дисперсионного соотношения D(E ,x0) = 0 найти
положительные решения E1(x0), . . . ,Em(x0), соответствующие
гиперболическим модам.

2 Для каждой моды найти решения x = X(ψ,τ), p= P(ψ,τ) задачи
Коши для системы Гамильтона:

dx
dτ

= 2p,
dp
dτ

=
∂ E
eν

∂ x
(x), x
�

�

τ=0 = x
0, p
�

�

τ=0 =
Æ

E
eν(x0)
�

cosψ
sinψ

�

.

3 Построить лагранжево многообразие

Λ= {(x,p) = (X(ψ,τ),P(ψ,τ)) |ψ ∈ S1, τ > 0} ⊂ R4.

4 Вычислить

u
eν(x,h) =
p

2πh exp(πi/4)[K(Λ,dµ)B](x,h),

5 Взять главную часть асимптотического решения в виде суммы по
всем гиперболическим модам

u(x, z,h)≍
m
∑

ν=1

χν(x, z)uν(x,h).



Спасибо за внимание!


