
Î ÄÂÓÕ ÌÎÄÅËßÕ ÄËß ÏËÀÇÌÅÍÍÛÕ
ÊÎËÅÁÀÍÈÉ:

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ ÇÀÄÀ× È ×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ

Å.Â.×èæîíêîâ

ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Cåêöèÿ ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêîå

ìîäåëèðîâàíèå¿ Âòîðîé êîíôåðåíöèè Ìàòåìàòè÷åñêèõ öåíòðîâ

Ðîññèè

Å.Â.×èæîíêîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) 07 - 11 íîÿáðÿ 2022 1 / 20



Íåôîðìàëüíîå ââåäåíèå � 1

Áóäåì ñ÷èòàòü ïëàçìó íåðåëÿòèâèñòñêîé ýëåêòðîííîé æèäêîñòüþ

(ãàçîì), ïðåíåáðåãàÿ ðåêîìáèíàöèîííûìè ýôôåêòàìè è äâèæåíèåì

èîíîâ.

Ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ íà÷èíàåòñÿ ñ òîãî, ÷òî â íåêîòîðîé îáëàñòè,

çàíÿòîé ïëàçìîé, ÷àñòü ýëåêòðîíîâ èçíà÷àëüíî âûâåäåíà èç

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Ñìåùåííûå îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ýëåêòðîíû

ôîðìèðóþò íà÷àëüíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü,

îäíîçíà÷íî ñâÿçàíî ñ íåîäíîðîäíîñòüþ ïëîòíîñòè. Èçìåíåíèå

òåìïåðàòóðû ïëàçìû ïðè ýòîì íå ïðåäïîëàãàåòñÿ.

Âîçíèêøåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå çàñòàâëÿåò ýëåêòðîíû äâèãàòüñÿ ê

ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ, íî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ñ óñêîðåíèåì.

Ïîýòîìó, ïðîñêî÷èâ ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, àíàëîãè÷íî äâèæåíèþ

ìàÿòíèêà, ýëåêòðîíû íà÷èíàþò äâèãàòüñÿ â ïðîòèâîïîëîæíîì

íàïðàâëåíèè.
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Íåôîðìàëüíîå ââåäåíèå � 2

Ðèñ.1 Ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ äëÿ t = 2πk, k = 0, 1, . . .

Ðèñ.2 Ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ äëÿ t = π + 2πk , k = 0, 1, . . .
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Êèíåòè÷åñêîå îïèñàíèå � 1

∂F

∂t
+ v

∂F

∂x
− E (x , t)

∂F

∂v
= 0, (1)

ãäå F = F (x , v , t) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ, E = E (x , t)
� íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ôóíêöèè E è F ñâÿçàíû

ñîîòíîøåíèåì

∂

∂x
E (x , t) = 1− N(x , t) ≡ 1−

∞∫
−∞

F dv , (2)

ãäå N(x , t) � ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ. Â óðàâíåíèè (2) ñèìâîë “1“
îçíà÷àåò, ÷òî èîíû íåïîäâèæíû, à èõ ïëîòíîñòü (áåçðàçìåðíàÿ) �

ïîñòîÿííà. Ïîýòîìó ñîãëàñíî îäíîìó èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà èìååì

∂E

∂t
=

∞∫
−∞

v F dv . (3)
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Êèíåòè÷åñêîå îïèñàíèå � 2

E (x , t = 0) = α x exp

{
−2

x2

ρ2∗

}
, α =

(
a∗
ρ∗

)2

, (4)

ãäå ïàðàìåòðû ρ∗ è a∗ õàðàêòåðèçóþò ìàñøòàá îáëàñòè ëîêàëèçàöèè è

àìïëèòóäó êîëåáàíèé.

N(x , t = 0) = 1− ∂

∂x
E (x , t = 0). (5)

Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû ρ∗ è a∗ â (4) äîëæíû îáåñïå÷èâàòü

ïîëîæèòåëüíîñòü íà÷àëüíîé ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè, ò.å. âûïîëíåíèå

óñëîâèÿ α < 1. Â ñâîþ î÷åðåäü, ñîîòíîøåíèå (5) äàåò âîçìîæíîñòü

çàäàòü íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Âëàñîâà (1),

F (x , v , t = 0) = N(x , t = 0)
1√

2πT
exp

{
− v2

2T

}
, (6)

ãäå ìíîæèòåëü ïðè N îïðåäåëÿåò ìàêñâåëëîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå

ñêîðîñòåé ïðè ôèêñèðîâàííîé òåìïåðàòóðå T .
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Ãèäðîäèíàìè÷åñêîå îïèñàíèå � 1

Áûëî
∂

∂x
E (x , t) = 1− N(x , t).

Äîáàâèëîñü

∂U

∂t
+ U

∂U

∂x
+ E +

1

N

∂P

∂x
= 0, (7)

∂E

∂t
+ U

∂E

∂x
− U = 0, (8)

ãäå íîâûå ôóíêöèè U(x , t) è P(x , t) îïðåäåëÿþò ñêîðîñòü ýëåêòðîíîâ

è ãàçîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå.

Åñëè â óðàâíåíèè Âëàñîâà ïîëîæèòü

F (x , v , t) = N(x , t) δ(v − U(x , t)), (9)

ò.å. ðàññìîòðåòü ïðåäåë ïðè T → 0, òî íîâûå óðàâíåíèÿ � òî÷íîå

ñëåäñòâèå ñ P(x , t) ≡ 0 (¾õîëîäíàÿ¿ ïëàçìà!).
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Ãèäðîäèíàìè÷åñêîå îïèñàíèå � 2

Ïðè ó÷åòå êîíå÷íîé (íåíóëåâîé!) òåìïåðàòóðû èñïîëüçóþò äâå

ïîïóëÿðíûå ôîðìóëû äëÿ äàâëåíèÿ:

Èçîòåðìè÷åñêèé ïðîöåññ (T ≡ const):

P = ν1(T )N, (10)

ãäå ν1(T ) � êîýôôèöèåíò, çàâèñÿùèé îò òåìïåðàòóðû ýëåêòðîíîâ.

Àäèàáàòè÷åñêèé ïðîöåññ (ïðèáëèæåíèå òåïëîèçîëèðîâàííîñòè

ïëàçìû îò îêðóæàþùåé ñðåäû):

P = ν2(T )N3, (11)

ãäå ν2(T ) � êîýôôèöèåíò, òàêæå çàâèñÿùèé îò òåìïåðàòóðû

ýëåêòðîíîâ T .

Îáå ôîðìóëû èìåþò ïðîèñõîæäåíèå èç êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè Âëàñîâà.
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Ãèäðîäèíàìè÷åñêîå îïèñàíèå � 3

Äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè â êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè

çàìåòèì

N(x , t = 0)U(x , t = 0) =

∞∫
−∞

F (x , v , t = 0) v dv = 0,

÷òî, â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ (ò.å.

ïðè α < 1), äàåò
U(x , t = 0) ≡ 0, x ∈ R. (12)

Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ � ïðåæíåå:

E (x , t = 0) = α x exp

{
−2

x2

ρ2∗

}
, α =

(
a∗
ρ∗

)2

< 1.
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×èñëåííûå ìåòîäû äëÿ êèíåòèêè

Õîðîøî èçâåñòíûé ïîëóëàãðàíæåâ ìåòîä äëÿ óðàâíåíèé Âëàñîâà �

Ïóàññîíà:

Cheng C.Z., Knorr G. The integration of the Vlasov equation in

con�guration space. J. Computational Physics. 1976. V.22. P.330-351.

Ñòàíäàðòíàÿ 2D�ñõåìà ÌàêÊîðìàêà äëÿ óðàâíåíèé Âëàñîâà �

Àìïåðà:

Horne R.B., Freeman M.P. A new code for electrostatic simulation

by numerical integration of the Vlasov and Ampere equations using

MacCormack's method. J. Computational Physics. 2001. V.171.

P.182-200.

Àëãîðèòìû ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûå!
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×èñëåííûå ìåòîäû äëÿ ãèäðîäèíàìèêè

Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ñõåìà ÌàêÊîðìàêà âòîðîãî ïîðÿäêà

àïïðîêñèìàöèè:

×èæîíêîâ Å.Â. Î ñõåìàõ âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äëÿ

ìîäåëèðîâàíèÿ ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé. Âû÷èñë. ìåòîäû è

ïðîãðàììèðîâàíèå. 2020. Ò.21. Ñ.115�128.

Ìîíîòîííàÿ ñõåìà (òèïà upwind) ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè:

Ôðîëîâ À.À., ×èæîíêîâ Å.Â. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé ñ ó÷åòîì òåïëîâîãî äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ.

Âû÷èñë. ìåòîäû è ïðîãðàììèðîâàíèå. 2018. Ò.19. Ñ.194�206.

Àëãîðèòìû ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûå!
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Âûáîð ïàðàìåòðîâ è ñîãëàñîâàíèå ìîäåëåé � 1

Ïàðàìåòðû èìïóëüñà è çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû:

ρ∗ = 0.5, a∗ = ρ∗
√

0.4 ≈ 0.316227, α = 0.4, T = 4 · 10−4.

Óòî÷íèì, ÷òî ïàðàìåòðû èìïóëüñà âûáèðàþòñÿ òàêèìè, ÷òîáû

îáåñïå÷èòü ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü è äîñòàòî÷íóþ ãëàäêîñòü

ðåøåíèé êàê óðàâíåíèé Âëàñîâà � Ìàêñâåëëà, òàê è óðàâíåíèé

”
õîëîäíîé“ ïëàçìû. Êðîìå òîãî, çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû â

êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè äîëæíî îáåñïå÷èâàòü íåáîëüøîå, íî çàìåòíîå

îòëè÷èå ïî ñðàâíåíèþ ñ
”
õîëîäíîé“ ïëàçìîé.

Ïëîñêîñòü {(x , v) : x ∈ R, v ∈ R} çàìåíèì ïðÿìîóãîëüíèêîì

Ω = {(x , v) : |x | ≤ Xmax, |v | ≤ Vmax}, ãäå ïàðàìåòðû Xmax,Vmax

âûáèðàþòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ñ õîðîøåé

òî÷íîñòüþ âûïîëíåíèå êðàåâûõ óñëîâèé I-ãî ðîäà ïî îáåèì

ïåðåìåííûì. Êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ äëÿ óêàçàííûõ âûøå ïàðàìåòðîâ �

Xmax = 2.5, Vmax = 0.34.
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Âûáîð ïàðàìåòðîâ è ñîãëàñîâàíèå ìîäåëåé � 2

Âû÷èñëåííûå äëÿ T = 4 · 10−4 çíà÷åíèÿ ðàâíû:

ν1 = 1.5 · 10−3, ν2 = 0.3 · 10−3.

Ðèñ.3. Äèíàìèêà ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè N(x , t) íà ïðÿìîé x = 0:
÷åðíûé öâåò � ìîäåëü I, êðàñíûé öâåò � ìîäåëü II, ñèíèé öâåò �

ìîäåëü III, áèðþçîâûé öâåò � ìîäåëü
”
õîëîäíîé“ ïëàçìû.
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Èòîã ïåðâîãî ïîëóïåðèîäà

Âñå ìîäåëè ìîæíî ñ÷èòàòü óäîâëåòâîðèòåëüíûìè.

Ðèñ.4. Ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè N(x , t): ñëåâà �

íà÷àëüíîå (t = 0), ñïðàâà � äëÿ t = 2.7. Ãðàôèêè äëÿ ðàçëè÷íûõ

ìîäåëåé ñïðàâà: ÷åðíûé öâåò � ìîäåëü I, êðàñíûé öâåò � ìîäåëü II,

ñèíèé öâåò � ìîäåëü III.
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Èòîã âòîðîãî ïîëóïåðèîäà � 1

×òî-òî ïîøëî ¾íå òàê¿.

Ðèñ.5. Ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè N(x , t) äëÿ t = 5.8.
Ãðàôèêè äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé: ÷åðíûé öâåò � ìîäåëü I, êðàñíûé

öâåò � ìîäåëü II, ñèíèé öâåò � ìîäåëü III.
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Èòîã âòîðîãî ïîëóïåðèîäà � 2

Ïîñìîòðèì âíèìàòåëüíî.

Ðèñ.6. Ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè N(x , t) äëÿ t = 5.8 â

îêðåñòíîñòè x = 0.3 (êðóïíî). Ãðàôèêè äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé:

÷åðíûé öâåò � ìîäåëü I, êðàñíûé öâåò � ìîäåëü II, ñèíèé öâåò �

ìîäåëü III.
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Èòîã âòîðîãî ïîëóïåðèîäà � 3

Ìîäåëü III íå ïîäõîäèò (ðàçðûâíîå ðåøåíèå!).

Ðèñ.7. Ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè N(x , t) äëÿ t = 5.8 â

îêðåñòíîñòè x = 0.3 (êðóïíî). Ðàñ÷åòû äëÿ ìîäåëè III c óìåíüøåííûìè

ñåòî÷íûìè ïàðàìåòðàìè: ñëåâà � ñèíèé öâåò: ïî ñõåìå âòîðîãî

ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè (ðàáî÷åé), ñïðàâà � çåëåíûé öâåò: ïî

ìîíîòîííîé ñõåìå ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè.
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Òåìïåðàòóðà â êèíåòèêå (îíà êîëåáëåòñÿ!)

Èñïîëüçóÿ ïåðâûé è âòîðîé ìîìåíòû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x , v , t), ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ òåìïåðàòóðû ýëåêòðîíîâ:

Temp(x , t) =
1

N(x , t)

∞∫
−∞

(v − U(x , t))2F (x , v , t) dv .

Ðèñ.8. Ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû â ìîäåëè I, íîðìèðîâàííûå íà T :

ñëåâà � äëÿ t = 2.7, ñïðàâà � t = 5.8.
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Áåãóùàÿ (òåïëîâàÿ) âîëíà

Ãëàâíîå îòëè÷èå � íà ôðîíòå âîëíû.

Ðèñ.9. Ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè N(x , t) � áåãóùàÿ âîëíà:

ñëåâà äëÿ t = 27.2, ñïðàâà äëÿ t = 30.3. Ãðàôèêè äëÿ ðàçëè÷íûõ

ìîäåëåé: ÷åðíûé öâåò � ìîäåëü I, êðàñíûé öâåò � ìîäåëü II.
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Âûâîäû � 1:

ó÷åò êîíå÷íîé òåìïåðàòóðû ýëåêòðîíîâ ïðèâîäèò ê âîçáóæäåíèþ

áåãóùèõ âîëí âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëÿõ I � III, â ìîäåëè

”
õîëîäíîé“ ïëàçìû èìåþò ìåñòî òîëüêî êîëåáàíèÿ;

â òå÷åíèå ïåðâîãî
”
ïîëóïåðèîäà“ âñå ðàññìàòðèâàåìûå ìîäåëè I �

III ïîðîæäàþò ïðèìåðíî îäèíàêîâûå êà÷åñòâåííûå è

êîëè÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû;

ê îêîí÷àíèþ ïåðâîãî
”
ïåðèîäà“ â ìîäåëè III ôîðìèðóåòñÿ

ðàçðûâíîå ðåøåíèå, ÷òî ñëåäóåò ñ÷èòàòü åå íåäîñòàòêîì;

â ìîäåëÿõ I è II áåãóùèå âîëíû ñóùåñòâóþò äîñòàòî÷íî äîëãî,

ïðè÷åì îíè èìåþò õîðîøåå ñîâïàäåíèå â îêðåñòíîñòè íà÷àëà

êîîðäèíàò;
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Âûâîäû � 2:

âàæíûì îòëè÷èåì ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âîëí â ìîäåëè II îò

êèíåòè÷åñêèõ âîëí â ìîäåëè I ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîå âîçíèêíîâåíèå

íîâûõ ýêñòðåìóìîâ íà ôðîíòå âîëíû, êîòîðûå íèêóäà íå èñ÷åçàþò

è äâèãàþòñÿ âìåñòå ñ íåé, ìîíîòîííî âîçðàñòàÿ ïî àìïëèòóäå;

ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðàâäîïîäîáíûì, ÷òî íàèáîëåå ðàçóìíîå îïèñàíèå

âîçáóæäåíèÿ áåãóùèõ âîëí ïîðîæäàåò êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü I íà

îñíîâå óðàâíåíèé Âëàñîâà � Ìàêñâåëëà, òàê êàê

ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü II (ñ ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðîé

ïëàçìû) êà÷åñòâåííî íåâåðíî îòðàæàåò äèíàìèêó òåìïåðàòóðû.

ÑÏÀÑÈÁÎ ÇÀ ÂÍÈÌÀÍÈÅ!!!
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