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Çàäà÷à äå Ïðîíè (1795)

Àïïðîêñèìàöèÿ íàáëþäåíèé x[k] ∈ R, k ∈ 1,N, ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé ñèíóñîèä è ýêñïîíåíò:

x[k]'
l

∑
i=1

(
cieβik + cieβik

)
.
= z[k]. (1)

Êëàññè÷åñêèé ìåòîä Ïðîíè:

1 Îïðåäåëåíèå ïîêàçàòåëåé βi ∈ C àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé

eβik, eβik, i ∈ 1, l, â ðàçëîæåíèè (1)

2 Îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ci è ôóíêöèè z[k]

� ñîñòàâëåíèå ñèñòåì óðàâíåíèé â ïðåäïîëîæåíèè ìàëîñòè îøèáîê

â íàáëþäåíèÿõ.



Ïåðåîïðåäåëåííûå ñèñòåìû óðàâíåíèé

Îïðåäåëåíèå ïîêàçàòåëåé ýêñïîíåíò βi

eβi .
= si : γ(si) = γ0 + γ1si + . . .+ γnsn

i = 0.

Êîðíè õàðàêò. ìíîãî÷ë. ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ:

γ0z[k]+ γ1z[k+1]+ . . .+ γnz[k+n] = 0, k ∈ 1,N−n.

Îïðåäåëåíèå ê-òîâ γi (À.Õàóñõîëäåð (1950) è äð.):
γ0x[k]+ . . .+ γn−1x[k+n−1]+ x[k+n] = e[1],

. . .

γ0x[k+M−1]+ . . .+ x[k+n+M−1] = e[M],

J = e[1]2 + . . .+ e[M]2→ min
γ0,...,γn−1

.



Îöåíêà z[k]
GTz = 0, z = [z[1], . . . ,z[N]]T ,

GT .
=


γ0 γ1 . . . 1 0

γ0 γ1 . . . 1
. . .

. . .
. . .

0 γ0 γ1 . . . 1

 ∈ R(N−n)×N .

z =
[
I−G(GTG)−1 GT

]
x
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Ìîäèôèêàöèÿ öåëåâîé ôóíêöèè (¾âàðèàöèîííûé
ìåòîä Ïðîíè¿)

À.Õàóñõîëäåð (1950), Ì.Îñáîðí (1970), À.Î.Åãîðøèí (1973)

J = ‖x− z‖2 = (x− z)T (x− z)→ min
z[1],...,z[n],γ0,...,γn−1

ïðè óñëîâèè

GTz = 0.

J = J(γ) = xTGCGTx = γ
TV TCV γ, C = (GTG)−1 ,

V =


x[1] x[2] . . . x[n+1]
x[2] x[3] . . . x[n+2]
...

...
...

x[N−n] x[N−n+1] . . . x[N]

 ∈ R(N−n)×(n+1).



Îðòîðåãðåññèîííûå öåëåâûå ôóíêöèè

Îðòîãîíàëüíàÿ ðåãðåññèÿ íà ïëîñêîñòü (www.mathworks.com)

J(θ |X) = xT
(1)Πθ x(1)+ . . .+ xT

(L)Πθ x(L), Πθ

.
= GT

θ

(
Gθ GT

θ

)−1 Gθ .



Òåîðåìà 1

Êëàññ îðòîðåãðåññèîííûõ îöåíîê âêëþ÷àåò êëàññû TLS (Golub,

1980),

CTLS (Abatzoglu, Mendel, 1987), GTLS (Heij, Roorda, 1995) è

ðàâíîñèëåí êëàññó îöåíîê Structured Total Least Squares (STLS)

(Moor, 1993):

JSTLS(θ |X)
.
= min

z(i)∈Rm

V (z(i))A(θ)=0

L−1
L

∑
i=1
‖R−1(x(i)− z(i))‖2,

V (z) =V0 +V1z1 + . . .+Vmzm,

A(θ) = A0 +A1θ1 + . . .+Avθv,

ãäå ìàòðèöû R, Vk, A j çàäàíû.
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Ñâîéñòâà îöåíîê

Ìíîæåñòâî íàáëþäåíèé

X =
{

x(1), . . . ,x(L)
}
⊂ RNl,

η(i)
.
= x(i)− z(i), Gθ∗z(i) = 0, η = Σe, e ∈N (0, I).

Îöåíêà ïàðàìåòðà

X 7→ θ̂(X), θ̂(X) = argmin
θ

J(θ |X).

Åäèíñòâåííîñòü, íåïðåðûâíîñòü.

Ñîñòîÿòåëüíîñòü

θ̂(X) = θ̂(x(1), . . . ,x(L))→ θ∗, L→ ∞,

θ̂(X)→ θ∗, N→ ∞.



Òåîðåìû î ñîñòîÿòåëüíîñòè

Ïóñòü z(i), i ∈ 1,L � í.î.ð. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

E(θ∗)
.
= {θ ∈ Rv : nulGθ = nulGθ∗} .

Íàëîæèì óñëîâèÿ:

(I) E(θ∗) = {θ∗};
(II) Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ J(θ |Z) èìååò òî÷êè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà

òîëüêî â E(θ∗).

Òåîðåìà 2

Âûïîëíåíèå óñëîâèé (I) è (II) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ

ñîñòîÿòåëüíîñòè ïî L→ ∞ îðòîðåãðåññèîííûõ îöåíîê: θL→ θ∗.

Òåîðåìà 3

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 îöåíêà ÌÍÊ íåñîñòîÿòåëüíà: θÌÍÊ,L 6→ θ∗.
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Ëîêàëüíûå ðàçëîæåíèÿ

Ëèíåàðèçàöèÿ ãðàäèåíòà öåëåâîé ôóíêöèè:

J′θ (θ +∆θ ,z+∆z)︸ ︷︷ ︸
=0

= J′θ (θ ,z)︸ ︷︷ ︸
=0

+J′′θθ ∆θ + J′′θz∆z+o(‖ξ‖),

∆θ '−
(
J′′θθ

)−1 J′′θz∆z.

Òåîðåìà 4

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé åäèíñòâåííîñòè âåðíà îöåíêà:

‖∆θ‖6 1√
λmin(R0)

ε + c22 ε
2,

ε
.
= ‖∆x‖, R0

.
= DTV̂ TCV̂ D, r∗

.
= ‖D‖2 · (n+1)SpC · ‖z‖2, b0

.
= 2

√
n

λmin(R0)

c22
.
=
√

2nb0
√

r∗
‖z‖

{
36b0r∗

(√
n [31b0r∗+1]+1

)
+1
}



Âû÷èñëèòåëüíîå ðåøåíèå

SVD-ðàçëîæåíèå ÿäðà öåëåâîé ôóíêöèè (ÎÐ);

Êâàçèíüþòîíîâñêèå àëãîðèòìû;

Íåëèíåéíûå SVD-àëãîðèòìû (èòåðàöèè ñ îáíîâëÿåìîé

îáðàòíîé ìàòðèöåé) (À.Î.Åãîðøèí, M.Osborne, 1970;

B. De Moor 1993):

ϑ
.
=

(
1
θ

)
,

{
τ
.
= A−1

(k)Bϑ(k),

ϑ(k+1) =
1

(10...0)τ τ,

A(k) = A(k)(ϑ(k),x), J(θ |x) = ϑ
TA(ϑ ,x)ϑ .



Èãðóøå÷íûé ïðèìåð

z∗[k+2]−1,823z∗[k+1]+0,941z∗[k] = 0, k ∈ 1,98.
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Ðèñ. 1. Íàáëþäåíèÿ x è îöåíêè z òðàåêòîðèè z∗
ïðè σ = 0.5 è σ = 1.0

z =
[
I−G(GTG)−1 GT

]
x



J(γ), n = 2: ïîâåðõíîñòü çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè
Â.È.Êîñòèí (1984), Äæ.Ïåòåðñîí, Ê.Õîëìñòðîì (2002)



Àëãîðèòìû Î70, Å73

Q .
=V TCV = Pdiag (λn+1, . . . ,λ1)PT > 0.

Ïóñòü λ1(Q) è p1(Q) � ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî è

ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð Q.

Àëãîðèòì Î70 (Ì.Îñáîðí, 1970)

γ[k+1] = p1(Q(γ[k])), k > 0.

Àëãîðèòì Å73 (À.Î.Åãîðøèí, 1973)

γ[k+1] = τ/‖τ‖, τ =
(
Q(γ[k])

)−1
γ[k], k > 0.

Ýêñïåðèìåíòû: èòåðàöèè Î70, Å73 íå íàõîäÿò òî÷íîãî ìèíèìóìà

(Îñáîðí, Ñìèò, 1995; Åãîðøèí, 1973).



Àëãîðèòì ÎÅ75 (¾ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Ïðîíè¿)

J′ = B(γ)γ = (Q−LTL)γ,

LT =

l1 . . . lN−n 0
. . .

. . .

0 l1 . . . lN−n

 ∈ R(n+1)×N .

Çäåñü l .
= [l1; . . . ; lN−n] =CGTx =CV γ � âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

Ïóñòü p0(B) � ñîáñòâåííûé âåêòîð ì-öû B(γ) = (Q−LTL) ïðè
ñîáñòâåííîì ÷èñëå ñ íàèìåíüøèì ìîäóëåì.

Àëãîðèòì ÎÅ75 (Ì.Îñáîðí, 1975; À.Î.Åãîðøèí, 1977)

γ[k+1] = p0(B(γ[k])), k > 0.
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Ñõîäèìîñòü àëãîðèòìîâ

×àñòîòà ñõîäèìîñòè ‖x−z‖
‖z‖ < 0.4

(íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ÎÐ, M = 100)

σ ÎÅ75 Î70 Î70-ÎÅ75 Å73 Å73-ÍÐ

0.5 57% 69% 69% 100% 100%

1.0 19% 33% 36% 77% 79%

×èñëî èòåðàöèé 8-16 (ïðè σ = 0.5)



Èññëåäîâàíèÿ Î70, ÎÅ75, Å73

Ì.Îñáîðí, Äæ.Ñìèò (1991)

Àëãîðèòì ÎÅ75 ëîêàëüíî óñòîé÷èâ â òî÷êå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.

Äæ.Ïåòåðñîí, Ê.Õîëìñòðîì (2002), îáçîðíàÿ ñòàòüÿ

Àëãîðèòìû Î70, ÎÅ75 ìàëîèçó÷åíû. Òî æå äëÿ Å73.

Ðàáîòû Â. Ã.Äåìèäåíêî (2007-2010)

Ëîêàëüíàÿ ñõîäèìîñòü Å73 â ïðåäïîëîæåíèè î íåçàâèñèìîñòè λ1, p1
îò γ â ìàëîé îêðåñòíîñòè γ∗.



Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè Î70 è Å73 I

Òåîðåìà 5

Ïóñòü â îáëàñòè Γ ⊃ γ∗ âûïîëíåíî óñëîâèå íà ìàëîñòü λ1(Q):

λ1

λ2|α1|
c6+

2n ·
√

λ1 · ‖C‖ · ‖V‖
λ2−λ1

< 1, α1
.
= pT

1γ, (2)

c6
.
= 4n‖C‖1/2 +

(
2+

1
|α1|

)√
n+1cmax +

(
1+

1
|α1|

)
,

cmax = 2n · ‖C‖1/2 ·
√

λn+1 · max
i=2,n+1

( √
λi

λi−λi−1

)
.

Òîãäà îòîáðàæåíèå γ[k]→ γ[k+1] â èòåðàöèè Î70, Å73 ÿâëÿåòñÿ

ñæèìàþùèì, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ

òî÷êó â Γ .



Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè Î70 è Å73 II

Òåîðåìà 6

Âñå ýëåìåíòû γ[k] â èòåðàöèÿõ Î70, E73 ïðè k > 1 îñòàþòñÿ â

îêðåñòíîñòè èñòèííîé òî÷êè γ∗:

‖γ[k]− γ∗‖
‖γ∗‖

6
α ′ · ‖C∗‖ · ‖V∗‖

λ2∗
ε +O(ε2)6

6
α · ‖C∗‖ · ‖V∗‖

λ2∗
ε, ε

.
= ‖V (η)‖= ‖V −V∗‖.

Êîíñòàíòà α ′ îïðåäåëåíà óñëîâèåì ‖C[k]‖6 α ′‖C∗‖, k > 0, êîòîðîå
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îãðàíè÷åíèå íà íà÷àëüíîå çíà÷åíèå γ[0], à

êîíñòàíòà α > α ′ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ìàæîðèðîâàíèÿ ñëàãàåìûõ

O(ε2).



Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè Î70 è Å73 III

Òåîðåìà 7

Ïóñòü ε <
1

5n‖C∗‖1/2 ·
λ2

α ‖C∗‖ · ‖V∗‖ · ‖γ∗‖
, ε < ‖V∗‖.

Òîãäà ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ

âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1 â îáëàñòè èç òåîðåìû 2:

ε <
ε∗√

(α0 +α1‖V∗‖+α2‖V∗‖2)
, ãäå

ε∗
.
=

1√
1+ c6

|α1|

√
ω2 +λ2−ω√

2‖C∗‖
, ω

.
=

4n‖C∗‖ · ‖V∗‖√
1+ c6

|α1|

,

αi = αi(λ2,n,‖C∗‖,‖V∗‖), i = 0,1,2 (ôîðìóëû îïóùåíû).



1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Êëàññè÷åñêèé ìåòîä Ïðîíè

Ìîäèôèöèðîâàííûé (âàðèàöèîííûé) ìåòîä Ïðîíè

2 Êàê ñðàâíèâàòü ìåòîäû èäåíòèôèêàöèè?

Ñîñòîÿòåëüíîñòü

Ëîêàëüíûå ðàçëîæåíèÿ

3 Âû÷èñëèòåëüíîå ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è Ïðîíè

Óäèâèòåëüíàÿ ñõîäèìîñòü àëãîðèòìîâ � îò÷åãî?

4 Ñðàâíåíèå òåîðèè ñ ýêñïåðèìåíòîì

Ïðèìåð Ê. Ëàíöîøà

5 Ïðîáëåìû: ïðèìåðû îáëàñòåé ãëîáàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè

6 Çàêëþ÷åíèå



Ïðèìåð Ê. Ëàíöîøà (1956)

Òî÷íûé ïðîöåññ

z(t) = 0.0951e−t +0.8607e−3t +1.5576e−5t

îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

z′′′+a2z′′+a1z′+a0z = 0

ñ ¾èñòèííûìè¿ çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ

a2 = 9, a1 = 23, a0 = 15,

λ1 =−1, λ2 =−3, λ3 =−5.



Äàííûå íàáëþäåíèé (σ = 3 ·10−3)

k xk k xk k xk k zk k xk k xk

1 2.51 5 1.12 9 0.53 13 0.27 17 0.15 21 0.09
2 2.04 6 0.93 10 0.45 14 0.23 18 0.13 22 0.08
3 1.67 7 0.77 11 0.38 15 0.20 19 0.11 23 0.07
4 1.37 8 0.64 12 0.32 16 0.17 20 0.10 24 0.06



Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ (ñðåäíåå ïî 100 ýêñï.)
Ðåçóëüòàòû äëÿ öåëåâûõ ôóíêöèé ÂÌ (â ÷èñëèòåëå) è ÌÍÊ (â

çíàìåíàòåëå); ∗∗∗ � îòíîñèòåëüíîå ñìåùåíèå > 1

σ
|∆îòíâ|
ÂÌ
ÌÍÊ

|∆îòíλ̂3|
ÂÌ
ÌÍÊ

|∆îòíλ̂2|
ÂÌ
ÌÍÊ

|∆îòíλ̂1|
ÂÌ
ÌÍÊ

3 ·10−6 4,6 ·10−3

3,6 ·10−2
7,2 ·10−5

4,9 ·10−4
1,5 ·10−3

1,1 ·10−2
5,9 ·10−3

4,7 ·10−2

3 ·10−5 0,043
0,47

5,8 ·10−4

1,5 ·10−2
0,013
0,20

0,055
0,45

3 ·10−4 0,37
∗∗∗

0,0091
∗∗∗

0,12
0,71

0,44
∗∗∗

3 ·10−3 ∗∗∗
∗∗∗

∗∗∗
∗∗∗

0,47
∗∗∗

∗∗∗
∗∗∗

‖∆a‖max

‖a‖
= 0,1 , ‖∆z‖ÂÌmax ' 3,2 ·10−5 , ‖∆z‖ÌÍÊ

max ' 3,6 ·10−6



Îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè â R11 [À. Äàñòàé-Îîë, 2013]

t

z,x

1

−1
1 2 6 10 11



Îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè â R11 [À. Äàñòàé-Îîë, 2013]

t

z,x

1

−1
1 2 6 10 11



Îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè â R11 [À. Äàñòàé-Îîë, 2013]

t

z,x

1

−1
1 2 6 10 11

α̂1 =−0.626



Îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè â R11 [À. Äàñòàé-Îîë, 2013]

t

z,x

1

−1
1 2 6 10 11

α̂2 =−α̂1 = 0.626



Îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè â R11 [À. Äàñòàé-Îîë, 2013]

t

z,x

1

−1
1 2 6 10 11

α̂3 =
1

α̂1
=−1.597



Îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè â R11 [À. Äàñòàé-Îîë, 2013]

t

z,x

1

−1
1 2 6 10 11

α̂4 =− 1
α̂1

= 1.597

J(α̂1) = J(−α̂1) = J( 1
α̂1
) = J(− 1

α̂1
) = 6.871



Çàêëþ÷åíèå

Ïðè íàëè÷èè àääèòèâíûõ ïîãðåøíîñòåé öåëåñîîáðàçíî

èñïîëüçîâàòü âàðèàöèîííóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è Ïðîíè:
I ñîñòîÿòåëüíîñòü ïðè íàêîïëåíèè íàáëþäåíèé (í.î.ð.);
I óñòîé÷èâîñòü ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì.

Òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè óñòîé÷èâîñòè áëèçêè ê äàííûì
ýêñïåðèìåíòîâ.

I (�) Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè òåîðåì îãðàíè÷åíà ¾ñâåðõìàëûìè¿
âîçìóùåíèÿìè.

(+) Âû÷èñëèòåëüíûå ðåøåíèÿ, îñíîâàííûå íà îáðàòíûõ
èòåðàöèÿõ, ãàðàíòèðîâàííî ñõîäÿòñÿ èç ¾ïî÷òè ëþáîãî¿
íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ.

I (�) Ñõîäèìîñòü äîêàçàíà ïðè ìàëûõ è ¾ñâåðõìàëûõ¿
âîçìóùåíèÿõ.

I (+) Ñõîäèìîñòü íàáëþäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðè ¾áîëüøèõ¿
âîçìóùåíèÿõ.

Ïðîáëåìà îáëàñòåé ãëîáàëüíîé íååäèíñòâåííîñòè (íå

îáíàðóæèâàþòñÿ ëîêàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè óñòîé÷èâîñòè)



Ñïàñèáî çà âíèìàíèå
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