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Î ÷¼ì äîêëàä?

Â äîêëàäå:

Ðàññìîòðèì ÷àñòîòó ïîïàäàíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, è â ÷àñò-
íîñòè, öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, â ïðîèçâîëüíûé èíòåðâàë íà
âåùåñòâåííîé îñè.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîìåæóòêà I ⊂ R ïðèâåä¼ì àñèìïòîòè÷å-
ñêèå ôîðìóëû äëÿ êîëè÷åñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë è öåëûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë α ∈ I ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè n è îáû÷íîé
âûñîòû H(α) ≤ Q, ãäå Q > 0 � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî.

Ñðàâíèì ðàñïðåäåëåíèÿ öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë è àëãåáðà-
è÷åñêèõ ÷èñåë íà âåùåñòâåííîé îñè ïðè Q → ∞, ðàññìîòðèì
íåêîòîðûå îñîáåííîñòè â ðàñïðåäåëåíèè öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
÷èñåë.
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå.

Öåëî÷èñëåííûé ìíîãî÷ëåí � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè.

Àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî � ÷èñëî α, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò
öåëî÷èñëåííûé ìíîãî÷ëåí p, òàêîé ÷òî p(α) = 0.

Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà α �
öåëî÷èñëåííûé ìíîãî÷ëåí pα íàèìåíüøåé ñòåïåíè ñî âçàèìíî
ïðîñòûìè êîýôôèöèåíòàìè, òàêîé ÷òî pα(α) = 0.

Öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî, ó êîòîðîãî
ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí óíèòàðåí (ò.å. èìååò åäèíè÷íûé ñòàðøèé
êîýôôèöèåíò).
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü
p(x) = anx

n + . . .+ a1x+ a0.

Îïðåäåëåíèå.

(Îáû÷íàÿ) âûñîòà ìíîãî÷ëåíà p:

H(p) := max
0≤i≤n

|ai|.

Ñòåïåíü àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà degα � ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî
ìíîãî÷ëåíà ÷èñëà α.

Âûñîòà àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà H(α) � âûñîòà ìèíèìàëüíîãî
ìíîãî÷ëåíà ÷èñëà α.
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Îáùèå çàìå÷àíèÿ

Â äîêëàäå:

Ñòåïåíü àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ôèêñèðîâàíà:

deg = n.

Âûñîòû àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë îãðàíè÷åíû:

H ≤ Q.

Âñå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðè:

Q→ +∞.

Âñå íåÿâíûå ïîñòîÿííûå íå çàâèñÿò îò Q.
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×èñëîâûå ìíîæåñòâà è ñ÷èòàþùèå ôóíêöèè

An(Q) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë α
ñòåïåíè n íàä Q è âûñîòû H(α) ≤ Q;

On(Q) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë α
ñòåïåíè n íàä Q è âûñîòû H(α) ≤ Q;

Äëÿ S ⊆ R è Q > 0 îïðåäåëèì ñ÷èòàþùèå ôóíêöèè

Φn(Q,S) := #
(
An(Q) ∩ S

)
, Ωn(Q,S) := #

(
On(Q) ∩ S

)
.
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Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôàðåÿ (ðàñøèðåííàÿ):

A1(Q) :=
{a
b
: a ∈ Z, b ∈ N, max(|a|, |b|) ≤ Q, gcd(a, b) = 1

}
.

Çàìå÷àíèå: êëàññè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôàðåÿ � ýòî

A1(Q) ∩ [0, 1].

Èç ðåçóëüòàòà Âàëüôèøà (A. Wal�sz, 1963) íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

Φ1(Q,R) =
12

π2
Q2 +O(Q(lnQ)2/3(ln lnQ)4/3).
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Ðàñïðåäåëåíèå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
Èç îöåíîê îòêëîíåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôàðåÿ îò ðàâíîìåð-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷åííûõ Íèäýððàéòýðîì (H. Niederreiter,
1973) è Äðåññîì (F. Dress, 1999), ñëåäóåò

sup
I⊂R

∣∣∣∣ Φ1(Q, I)

Φ1(Q,R)
− 1

4

∫
I

dt

max(1, t2)

∣∣∣∣ ≍ Q−1,

ãäå òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ïî âñåì ïðîìåæóòêàì I ⊂ R.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ I ⊂ [−1, 1]

sup
I⊂R

∣∣∣∣ Φ1(Q, I)

Φ1(Q,R)
− 1

4
|I|
∣∣∣∣ ≍ Q−1.

Äëÿ âñåõ íåðàâíûõ α, β ∈ A1(Q) (ò.å. äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàöèîíàëü-
íûõ α è β âûñîòû ≤ Q)

|α− β| ≥ Q−2.
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Ðåãóëÿðíûå ñèñòåìû âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

÷èñåë
Áýéêåð è Øìèäò (A. Baker & W.M. Schmidt, 1970) ââåëè ïîíÿòèå
ðåãóëÿðíîé ñèñòåìû è óñòàíîâèëè, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà
îáðàçóþò ðåãóëÿðíóþ ñèñòåìó. Ïîñëå íåñêîëüêèõ óñèëåíèé â ñòîðîíó
áîëåå ïëîòíûõ ðåãóëÿðíûõ ñèñòåì (V.I. Bernik & M.M. Dodson
(1999), V.V. Beresnevich (1999)) íàêîíåö áûëî äîêàçàíî ñëåäóþùåå.

Òåîðåìà 1 (Áåðåñíåâè÷, 1999).

Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ cn, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò n, òàêàÿ ÷òî íà
ëþáîì ïðîìåæóòêå I ⊆ [−1, 1] äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ Q ∈ N
íàéä¼òñÿ íå ìåíåå

cn|I|Qn+1

àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë α1, . . . , αk ñòåïåíè ≤ n è âûñîòû ≤ Q, òàêèõ
÷òî

|αi − αj | ≥ Q−n−1, 1 ≤ i < j ≤ k.
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Ðåãóëÿðíûå ñèñòåìû âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

öåëûõ

Òåîðåìà 2 (Áþæ�î = Y. Bugeaud, 2002).

Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c̃n, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò n, òàêàÿ ÷òî íà
ëþáîì ïðîìåæóòêå I ⊆ [−1, 1] äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ Q ∈ N
íàéä¼òñÿ íå ìåíåå

c̃n|I|Qn

öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë β1, . . . , βm ñòåïåíè ≤ n è âûñîòû ≤ Q,
òàêèõ ÷òî

|βi − βj | ≥ Q−n, 1 ≤ i < j ≤ m.

Çàìåòèì, ÷òî êîãäà âûñîòû âåëèêè, àëãåáðàè÷åñêèå öåëûå ñòåïåíè n
íàïîìèíàþò àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà ñòåïåíè n− 1.
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Îáîáù¼ííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôàðåÿ

Áðàóí è Ìàëåð (H. Brown & K. Mahler, 1971) ïðåäëîæèëè îáîáùåíèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ôàðåÿ:

Îïðåäåëåíèå.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôàðåÿ ñòåïåíè n è ïîðÿäêà Q �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé âñåõ öåëî÷èñëåííûõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n è (îáû÷íîé) âûñîòû ≤ Q.

Φn(Q,R) åñòü êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ îáîáù¼ííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôàðåÿ ñòåïåíè n è ïîðÿäêà Q.
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1-ÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà: âåù. àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà

Òåîðåìà 3 (Êîëåäà, 2012�2017).

Ïóñòü I ⊆ R � ïðîèçâîëüíûé ïðîìåæóòîê. Òîãäà∣∣∣∣Φn(Q, I)

(2Q)n+1
− 1

2ζ(n+ 1)

∫
I

ρn(t) dt

∣∣∣∣ ≤
{
cnQ

−1 lnQ, n = 1, 2,

cnQ
−1, n ≥ 3,

ãäå

cn � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ñòåïåíè n;

ζ(·) � äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà;

ρn � ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ (ÿâíîå âûðàæåíèå
äàëüøå).
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Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåù. àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë

Ôóíêöèÿ ρn âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

ρn(t) =
1

2n+1

∫
Gn(t)

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

kξkt
k−1

∣∣∣∣∣ dξ1 . . . dξn, (1)

ãäå îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ

Gn(t) =

{
(ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn : max

1≤k≤n
|ξk| ≤ 1,

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ξkt
k

∣∣∣∣∣ ≤ 1

}
.

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèè ρn:

ρn(t) íåïðåðûâíà è ïîëîæèòåëüíà äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ t.

ρn(t) ÷¼òíà: ρn(−t) = ρn(t).

Äëÿ âñåõ t ̸= 0 âåðíî òîæäåñòâî ρn(t) =
1
t2 ρn

(
1
t

)
.
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Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåù. àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë

Ïðè |t| ≤ 1− 1√
2
= 0,29 . . . ôóíêöèÿ ρn ðàâíà ìíîãî÷ëåíó:

ρn(t) =
1

4

(
1 +

1

3

n−1∑
k=1

(k + 1)2t2k

)
.

Ïðè |t| ≥ 2 +
√
2 = 3,41 . . . ôóíêöèÿ ρn ðàöèîíàëüíà:

ρn(t) =
1

4t2

(
1 +

1

3

n−1∑
k=1

(k + 1)2

t2k

)
.
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2-ÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà: âåù. àëãåáðàè÷åñêèå öåëûå

Òåîðåìà 4 (Êîëåäà, 2015�2020).

Çàôèêñèðóåì öåëîå n ≥ 2. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïðîìåæóòêà I ⊆ R
âûïîëíÿåòñÿ∣∣∣∣Ωn(Q, I)

(2Q)n
−
∫
I

ψn(Q
−1, t) dt

∣∣∣∣ ≤
{
κnQ

−1, n ≥ 3,

κnQ
−1 lnQ, n = 2,

(2)

ãäå

ôóíêöèÿ ψn(ξ, t) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

ψn(ξ, t) =


ρn−1(t) +

1
4 ξ

2t2, |t| ≤ ξ−1/2,
1
2 ξ, ξ−1/2 < |t| < ξ−1 + 1,

0, |t| ≥ ξ−1 + 1,

(3)

çäåñü ρn(t) òà æå, ÷òî è â (1);

ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ κn çàâèñèò òîëüêî îò ñòåïåíè n.
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Ïðèìåíèìîñòü îñíîâíûõ òåîðåì

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðîìåæóòîê I ìîæåò çàâèñåòü îò Q. Îáå òåîðåìû
îñòàþòñÿ âåðíû íåçàâèñèìî îò äëèíû è ðàñïîëîæåíèÿ ïðîìåæóò-
êà I.

Îáå òåîðåìû äàþò íåòðèâèàëüíûå îöåíêè, êîãäà ïðîìåæóòêè
èìåþò äëèíó ≫ Q−1 (èëè ≫ Q−1 lnQ ïðè n = 2).

Äëÿ êîðîòêèõ ïðîìåæóòêîâ I ñ |I| ≪ Q−1 îáå òåîðåìû äàþò òîëü-
êî âåðõíèå îöåíêè íà Φn(Q, I) è Ωn(Q, I) âèäà O(Qn) è O(Qn−1)
ñîîòâåòñòâåííî. (Ïðè n = 2 ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ìíîæè-
òåëü lnQ.)
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�Ïëàòî ðàâíîìåðíîñòè�

Äëÿ ëþáîãî ïðîìåæóòêà I ⊂ (−Q− 1,−Q1/2) ∪ (Q1/2, Q+ 1)∣∣∣∣Ωn(Q, I)

(2Q)n−1
− |I|

∣∣∣∣ ≤
{
κn, n ≥ 3,

κ2 lnQ, n = 2.
(4)

Àñèìïòîòèêà (4) ñòàíîâèòñÿ íåòðèâèàëüíîé, åñëè ïðîìåæóòîê I
äîñòàòî÷íî âåëèê, ò.å. êîãäà limQ→∞ |I| = ∞.

Ïðè Q → ∞ �ïëàòî ðàâíîìåðíîñòè� îòäàëÿþòñÿ îò íà÷àëà êî-
îðäèíàò è ðàñòÿãèâàþòñÿ, òàê ÷òî îêîëî ôèêñèðîâàííîé òî÷êè
ðàñïðåäåëåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ öåëûõ îñòà¼òñÿ ðàâíîìåðíûì (ñ
íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ) òîëüêî äëÿ êîíå÷íîãî äèàïàçîíà çíà-
÷åíèé Q.
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Ïðîèñõîæäåíèå �ïëàòî ðàâíîìåðíîñòè�

Ýòè �ïëàòî ðàâíîìåðíîñòè� îáðàçîâàíû â îñíîâíîì ÷èñëàìè
Ïåððîíà.

Âåùåñòâåííîå öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì
Ïåððîíà, åñëè âñå åãî ñîïðÿæ¼ííûå (ïî Ãàëóà) ìåíüøå ÷åì α ïî
àáñîëþòíîé âåëè÷èíå.
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Îáùåå êîëè÷åñòâî

âåùåñòâåííûõ öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë

Òåîðåìà 5 (Êîëåäà, 2016�2017).

Ïóñòü n ≥ 2. Òîãäà

Ωn(Q,R)
(2Q)n

=

∫
R
ρn−1(t) dt+ 1− 4

3
√
Q

+ rn(Q,R), (5)

where

rn(Q,R) =

{
O(Q−1), n ≥ 3,

− lnQ
Q + 2(1−γ)

Q +O
(

1
Q
√
Q

)
, n = 2.

Çäåñü γ = 0,5772 . . . � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà;
íåÿâíûå O-ïîñòîÿííûå çàâèñÿò òîëüêî îò n.
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Ïîâåäåíèå ôóíêöèè ψn(ξ, t)

Äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ t

|ψn(ξ, t)− ρn−1(t)| ≤
1

2
ξ,

ò.å. ôóíêöèÿ ωn(ξ, t) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ρn−1(t) ïðè ñòðåìëåíèè
ξ ê íóëþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìû âîçüì¼ì ëþáîé êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê I, òî
ïîëó÷èì

lim
ξ→0

∫
I
ψn(ξ, t) dt∫

I
ρn−1(t) dt

= 1.

Ïîýòîìó òåîðåìà 4 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè âîçðàñòàíèè âûñîò
âåùåñòâåííûå àëãåáðàè÷åñêèå öåëûå ñòåïåíè n ñòàòèñòè÷åñêè âåäóò
ñåáÿ êàê âåùåñòâåííûå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà ñòåïåíè n− 1.
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Ñþðïðèç

Ïîýòîìó, ââèäó ñêàçàííîãî âûøå, òåîðåìà 4 ìîãëà áû óòâåðæäàòü,
÷òî
â ïðåäåëå Q→ ∞ âåùåñòâåííûå àëãåáðàè÷åñêèå öåëûå ñòåïåíè n è
âåùåñòâåííûå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà ñòåïåíè n− 1 èìåþò
îäèíàêîâóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ.

Íî åñëè, íàïðèìåð, âçÿòü I = R, âíåçàïíî ïîëó÷èì

lim
ξ→0

∫
R ψn(ξ, t) dt∫
R ρn−1(t) dt

= 1 +

(∫
R
ρn−1(t) dt

)−1

> 1.

Ïîýòîìó ñïðÿòàòü ðàçíîñòü ψn(ξ, t)− ρn−1(t) ïðè ξ = Q−1 â îñòàòîê
àñèìïòîòèêè íå óäàñòñÿ.
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Ñëåäñòâèå ñþðïðèçà

Â èòîãå èç òåîðåì 4 è 5 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 6 (Êîëåäà).

Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî êîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà I ⊂ R
âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

lim
Q→∞

Ωn(Q, I)

Φn−1(Q, I)
= 2ζ(n). (6)

Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà I áåñêîíå÷åí èëè ìåíÿåòñÿ ñ
ðîñòîì Q, ðàâåíñòâî (6) ìîæåò íàðóøàòüñÿ. Â ÷àñòíîñòè,

lim
Q→∞

Ωn(Q,R)
Φn−1(Q,R)

= 2ζ(n)

(
1 +

1∫
R ρn−1(t) dt

)
.
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Çàêëþ÷åíèå
Ðàñïðåäåëåíèå âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ôèêñèðîâàí-
íîé ñòåïåíè ìîæíî îïèñàòü â òåðìèíàõ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïðè áîëüøèõ âûñîòàõ, åñëè ñìîòðåòü íà ôèêñèðîâàííûå îãðàíè-
÷åííûå èíòåðâàëû âåùåñòâåííîé îñè, àëãåáðàè÷åñêèå öåëûå ñòå-
ïåíè n ñòàòèñòè÷åñêè ïîõîæè íà àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà ñòåïåíè
n − 1. (×àñòü èìåþùàÿ äâà ñèììåòðè÷íûõ ìàêñèìóìà, ïîõîæèõ
íà ãîðáû âåðáëþäà.)

Åñòü äâå ñèììåòðè÷íûå �ðàâíèíû� (�ïëàòî�), ãäå ðàñïðåäåëåíèå
âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ öåëûõ íàïîìèíàåò ðàöèîíàëüíûå
öåëûå. Ýòè ðàâíèíû îáðàçîâàíû ÷èñëàìè Ïåððîíà è ñ ðîñòîì âû-
ñîòû àëãåáðàè÷åñêèõ öåëûõ ðàñòÿãèâàþòñÿ è ïîíèæàþòñÿ. (Ðàâ-
íèííàÿ ÷àñòü íàçâàíà òàê èç-çà ïîñòîÿíñòâà ïëîòíîñòè.)

Ïðè ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè n è ðàñòóùèõ âûñîòàõ îáå ÷àñòè �
è ãîðáàòàÿ, è ðàâíèííàÿ � ñîäåðæàò ñðàâíèìîå ïî ïîðÿäêó âåëè-
÷èíû êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó íè îäíîé èç ÷àñòåé íåëüçÿ
ïðåíåáðå÷ü ïðè ïîäñ÷¼òå îáùåãî êîëè÷åñòâà âåùåñòâåííûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ öåëûõ ñòåïåíè n.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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