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1 Управление (граничное и распределенное) волновым уравне-
нием.

u̇ = ∆u в Ω,
∂u
∂n

∣∣
Γ0

= φ(x, t),

u|Γ1 = 0,

|φ(x, t)| ≤ ε,
u|t=0 = u0(x),
u̇|t=0 = u1(x).

Г0

Г1

n

Ω

u0 ∈ H6(Ω), u1 ∈ H5(Ω)

u̇ = ∆u + f (x, t) в Ω,
u|Γ0∪Γ1 = 0,

|f (x, t)| ≤ ε,
u|t=0 = u0(x),
u̇|t=0 = u1(x).

Ф.Л. Черноусько. 1992г. ПММ.

u0 ∈ H2.5+δ(Ω), u1 ∈ H1.5+δ(Ω)
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Теорема Эйдуса.
Теорема. Пусть w2

k — собственные значения оператора Лапласа в ограниченной об-
ласти Ω, uk — соответствующие собственные функции,

||uk(x)||L2(Ω) = 1, k = 1, 2, . . . .

Тогда

max
Ω

|uk(x)| ≤ Cwd−1
k lnwk,

где d — размерность пространства.

(ДАН СССР. 1956 г. 107, №6.)
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2 Граничное управление пластиной.

ü +∆2u = 0

u|t=0 = u0(x), u̇|t=0 = u1(x)

u = ∂u
∂n = 0 на Γ1

∆u + (1− µ)B1u = φ(x), ∂∆u
∂n + (1− µ)∂B2u

∂τ = ψ(x)

Г0

Г1

n
τ

Ω B1 ≡ 2n1n2
∂2

∂x1∂x2
− n21

∂2

∂x22
− n22

∂2

∂x21

B2 ≡ (n21 − n22)
∂2

∂x1∂x2
+ n1n2

(
∂2

∂x22
− ∂2

∂x21

)

φ(x), ψ(x) — управляющие функции

|φ(x)| ≤ ε, |ψ(x)| ≤ ε

φ(x) ∈ H6(Ω), ψ(x) ∈ H4(Ω)

φ, ψ — финитны в Ω
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3 Управление пластиной за часть области.

Ω1

ü +∆2u = f (t, x)

f (t, x) — управление

supp f (t, x) ⊂ Ω1 ⋐ Ω

Доказать управляемость для произвольной Ω1

для периодических краевых условий:

∂2

∂t2
+∆2 =

(
∂

∂t
+ i∆

)(
∂

∂t
− i∆

)
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4 Задача о приведении в состояние покоя системы с интеграль-
ной памятью с помощью распределенного и граничного управ-
ления.

t

μi

Im λ

Re λ

Определение. Плотностью последовательности комплексных
чисел {µi} будем называть величину

П({µi}) ≡ lim
r→+∞

π

2

∫ r

0

n(t)

t
dt,

n(t) — количество точек последовательности {µi}.

Рассмотрим управление

ü−∆u−
∫ t
0 K

′(t− τ )∆u(τ, x)dx = f (x, t),

u|t=0 = u0(x), u̇|t=0 = u1(x),

u|∂Ω = φ(x, t).

Управляющими функциями могут быть f или φ.
Это уравнение близко к “продифференцированному” по t уравнению Гуртина-Пипкина,

u̇(t, x) =

∫ t

0

K(t− s)∆udτ.
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“Препятствия” к граничной управляемости.

1. Преобразование Лапласа ядра K̂(p), будучи аналитически продолжено в комплекс-
ную плоскость, имеет изолированный корень p0,

K̂(p0) = 0.

2. Точка {0} является точкой ветвления для K̂(p).

3. Пусть {µn} — спектр задачи. Тогда условие П({µn}) = +∞ является препятствием
для граничной управляемости.

0

μi

Im λ

Re λμ 0

μi

Im λ

Re λ

µ — предельная точка для {µn}.
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Препятствия к “распределенной” управляемости.

П({λi}) = ∞,

если K(t) =
∑∞

i=1Cie
−λit.

Если сумма конечна, т.е.

K(t) =

N∑
i=1

Cie
−λit,

то система управляема с помощью граничного управления.

Если
K(t) = Эα(α, β, t),

Эα — функция Ю.Н. Работнова и
α — нецелое, между 0 и 1,
то система не является управляемой ни с помощью граничного, ни с помощью рас-

пределенного управления.
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5 Управление системой “наивной” теории вязко-упругости с по-
мощью граничного и распределенного управления.

“Наивная” теория вязкоупругости:
Pσ = Qε.

P =
∑N

p=1 ap
dp

dtp , Q =
∑M

p=1 bp
dp

dtp

Граничное управление (в одномерном случае) возможно только в трех случаях, экви-
валентных уравнениям

ü = uxx,
u̇ = uxx,
ü + αu̇ = uxx.

Распределенное управление возможно всегда.

0 X  0

u = 0f

0 X  0

u = 0u = 0

f(t,x)
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