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ПЛАН ПРЕЗЕНТАЦИИ

 Одномерный случай, решения в виде мер, существование,

единственность, вариационный принцип

 Двумерный случай, формирование особенностей на

кривых, столкновение кривых

 Вариационное описание и двумерная задача Римана

 Существование иерархии особенностей, численные

расчеты

 Использование в астрофизике – крупномасштабная

структура Вселенной
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ОДНОМЕРНЫЙ СЛУЧАЙ, РЕШЕНИЯ В ВИДЕ 

МЕР, 

СУЩЕСТВОВАНИЕ, ЕДИНСТВЕННОСТЬ, 

ВАРИАЦИОННЫЙ ПРИНЦИП
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ОДНОМЕРНАЯ СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ 

ГАЗОВОЙ ДИНАМИКИ БЕЗ ДАВЛЕНИЯ
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Рассмотрим так называемую систему уравнений ГДбД 

0, 0,  -плотность, -скорость. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Обобщенным решением системы назовем 

пару мер Радона  и  слабо непрерывных по   
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ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ СИСТЕМЫ В ГЛАДКОМ 

СЛУЧАЕ
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РЕШЕНИЯ С ОСОБЕННОСТЯМИ

ቊ
𝜚𝑡 + (𝜚𝑢)𝑥= 0

(𝜚𝑢)𝑡+(𝜚𝑢
2)𝑥= 0

Вид решения:

Соотношения Ренкина-Гюгонио:

t

xa
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ХАРАКТЕРНЫЙ ВИД РЕШЕНИЯ
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ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ И 

ЕДИНСТВЕННОСТИ
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Пусть  и  рассматриваются как обобщенные решения ГДбД :

0, 0,  -плотность, -скорость. 

ТЕОРЕМА. Пусть 0 M  и  ограничена

и измерима относительно . Тогда обобщенное решение

с
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уществует. Если же выполнено 1) условие Олейник:

, , 1
  для всех  и п.в. 0 и 

2) мера   слабо сходится к  при 0  то

обобщенное решение единственно.
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ВАРИАЦИОННОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 
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ДВИЖЕНИЕ ТОЧКИ КОНЦЕНТРАЦИИ
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ПЕРЕФОРМУЛИРОВКА ВАРИАЦИОННОГО 

ОПИСАНИЯ
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ДВУМЕРНЫЙ СЛУЧАЙ, ФОРМИРОВАНИЕ 

ОСОБЕННОСТЕЙ НА КРИВЫХ, 

СТОЛКНОВЕНИЕ КРИВЫХ
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ДВУМЕРНАЯ СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ 

ГАЗОВОЙ ДИНАМИКИ БЕЗ ДАВЛЕНИЯ
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ФОРМИРОВАНИЕ ОСОБЕННОСТЕЙ

Формирование особенностей на кривых:

Эволюция особенностей (возникновение иерархии):
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СООТНОШЕНИЯ РЕНКИНА-ГЮГОНИО

൞

𝜚𝑡 + (𝜚𝑢)𝑥+(𝜚𝑣)𝑦= 0

(𝜚𝑢)𝑡+(𝜚𝑢
2)𝑥+(𝜚𝑢𝑣)𝑦= 0

(𝜚𝑣)𝑡+(𝜚𝑢𝑣)𝑥+(𝜚𝑣
2)𝑦= 0

1. Li J., Zhang T., Yang S. L. The Two-Dimensional Riemann Problem in Gas Dynamics. 

London.: Longman, 1998.

2. Рыков Ю.Г. Особенности типа ударных волн в среде без давления, решения в смысле 

теории меры и в смысле Коломбо // Препринты ИПМ им. М.В. Келдыша. 1998. №30.

3. Yu. G. Rykov. On the non-hamiltonian character of shocks in 2-D pressureless gas // 

Bollettino dell'Unione Matematica Italiana, 5-B,1, 55–78 (2002).

Соотношения Ренкина-Гюгонио:
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ИНТЕГРАЛЬНАЯ ФОРМА СООТНОШЕНИЙ 

РЕНКИНА-ГЮГОНИО
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ОБРАЗОВАНИЕ ОСОБЕННОСТЕЙ В ТОЧКЕ

x
y

        0 0 0

ТЕОРЕМА. Пусть имеет место геометрическая конфигурация,

представленная ниже. Для кривых выполнены соотношения

Ренкина-Гюгонио. Тогда в точке должно быть выполнено

 U , , / .Точки Точки t t tV I D J D P D

1. Рыков Ю.Г. Вариационный принцип для двумерной системы уравнений газовой 

динамики без давления // УМН, 51:1 (307), 165–166 (1996).

2. Рыков Ю.Г. Двумерная газовая динамика без давления и вариационный принцип // 

Препринты ИПМ им. М. В. Келдыша. 2016. № 94.

3. Аптекарев А. И., Рыков Ю. Г. Детализация механизма образования особенностей в 

системе уравнений газовой динамики без давления // ДАН, 484:6, 655–658 (2019).
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ВАРИАЦИОННОЕ ОПИСАНИЕ И 

ДВУМЕРНАЯ ЗАДАЧА РИМАНА

18



ФОРМУЛИРОВКА ВАРИАЦИОННОГО ОПИСАНИЯ
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ПОЯСНЯЮЩИЙ РИСУНОК К ВАРИАЦИОННОМУ 
ОПИСАНИЮ

x

y
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АВТОМОДЕЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ

21
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ОБЩИЙ ВИД РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ РИМАНА 

1. Li J., Zhang T., Yang S. L. The Two-Dimensional Riemann Problem in Gas Dynamics. 

London.: Longman, 1998.

2. Y. Pang, The Riemann problem for two-dimensional zero-pressure Euler equations // J. Math. 

Anal. Appl. 472, 2 (2019).

Возможна и «тяжелая» точка. 3. А.И. Аптекарев, Ю.Г. Рыков. Возникновение иерархии 

особенностей в средах без собственного перепада давления. Двумерный случай // 

Математические заметки, т. 112, вып. 4 (2022), 486 – 499

ТЕОРЕМА. Для любых кусочно постоянных начальных 

данных , 0, 1,2,3,4 решение задачи Римана имеет вид:i i i  u
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СУЩЕСТВОВАНИЕ ИЕРАРХИИ 

ОСОБЕННОСТЕЙ, 

ЧИСЛЕННЫЕ РАСЧЕТЫ
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ЭКСПЕРИМЕНТ 1

y

x

Расчеты выполнены 

Н.В. Клюшневым
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𝑡 = 0.005 𝑡 = 0
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ЭКСПЕРИМЕНТ 3

y

x
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Y. Pang, The Riemann problem for two-dimensional zero-pressure Euler equations // J. Math. 

Anal. Appl. 472, 2 (2019).

𝑡 = 0.002 𝑡 = 0
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ЭКСПЕРИМЕНТ 4

y

x
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Y. Pang, The Riemann problem for two-dimensional zero-pressure Euler equations // J. Math. 

Anal. Appl. 472, 2 (2019).

𝑡 = 0.002 𝑡 = 0
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ЭКСПЕРИМЕНТ 5 

(ДИНАМИЧЕСКАЯ ИЕРАРХИЯ 

ОСОБЕННОСТЕЙ)

y

x

𝜚4 > 𝜌

𝜚1 = 𝜌𝜚2 = 𝜌

𝜚3 = 𝜌
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𝑡 = 0.0035 𝑡 = 0
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ В АСТРОФИЗИКЕ –

КРУПНОМАСШТАБНАЯ СТРУКТУРА 

ВСЕЛЕННОЙ
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ЭКСПЕРИМЕНТ 6

(СЛУЧАЙНОЕ НАЧАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ)

൞

𝑢 = −𝜙𝑥,
𝑣 = −𝜙𝑦,

∆𝜙 = 4𝜋𝐺 𝜚 − ҧ𝜚

𝑢, 𝑣, 𝜚 :

𝜚 = 𝑁 1,0.3 ,

ҧ𝜚 =
1

|Ω|
න

Ω

𝜚𝑑𝑥𝑑𝑦,
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ЭКСПЕРИМЕНТ 6

(СЛУЧАЙНОЕ НАЧАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ)
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СПАСИБО ЗА ВНИМАНИЕ
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