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Старый результат о положительных решениях

в цилиндре Π0 = {(x, t) ∈ Ω× (0,∞)}, область Ω ⊂ Rn ограничена:

ut =
n∑

i,j=1

∂

∂xj
(aij(x, t)

∂u

∂xi
) + a0u

q, 0 < q < 1. (1)

решения, удовлетворяющие условию Неймана на S = ∂Ω× (0,∞),

∂u

∂ν
|S =

n∑
i=1

aij(x, t)
∂u

∂xj
cos(n, xi) = 0 (2)

Коэффициент a0 = const > 0, ai,j(x, t) - ограниченны измеримы и
λ1|ξ|2 <

∑n
i,j=1 aijξiξj < λ2|ξ|2, постоянные 0 < λ1 < λ2 не зависят от t.

Под решением уравнения (1), удовлетворяющим условию (2), понимается
функция изW 1,1

2,loc, удовлетворяющая уравнению (1) в смысле интеграль-
ного тождества.



Старый результат о положительных решениях

в цилиндре Π0 = {(x, t) ∈ Ω× (0,∞)}, область Ω ⊂ Rn ограничена:

ut =
n∑

i,j=1

∂

∂xj
(aij(x, t)

∂u

∂xi
) + a0u

q, 0 < q < 1. (1)

a0 = const > 0.
α̇ = a0α

q

Теорема. П усть u — положительное в Ω × (0,∞) решение уравне-
ния (1), удовлетворяющее условию Неймана (2). Тогда

u(x, t) = [a0(1− q)(t+ t0)]
1/(1−q) +O(e−δt),

где δ > 0 не зависит от u(x, t), а постоянная t0 однозначно определяется
решением u(x, t).
Цель: аналогичный результат для f(u)

ИФ RJMP, vol 10, № 2, 2003, pp. 234-237



Результаты для другой нелинейности

ut =
n∑

i,j=1

∂

∂xi
(aij(x)

∂u

∂xj
)− a(x)f(u), 0 ≤ a(x) ≤ a0

f(0) = 0, f(u)
|u| ↑, f ′(u)→ 0, при u→ 0.

Положительное решение, удовлетворяющее условию Неймана:

u(x, t) = β(t)(1 + o(1)) при t→∞, β̇ = −āf(β), ā =
1

mesΩ

∫
Ω

a(x)dx

Th.Boni дост. усл f(β(t))
β(t) = O(t−1) при t→∞,

ИФ дост. усл
∫

0
df(u)
u <∞ (

∫
0
f(u)
u2 du <∞ )

ИФ контрпример a(x) 6= const, u
| ln |u||q , 0 < q < 1

В.А.Кондратьев (f(x, u))д.у. f(β(t))
β(t) = o(t−1/2), lim

√
tf ′(β(t)) < C

Th. Boni Nonlinear anal, 45 (2001) 895-908
ИФ Труды сем.Петровск., 26, (2007), 369–390.
Кондратьев В.А. Труды МИАН, 260, (2008), 180–192



Метод ЕКО

Пусть вектор - функция f(u, t) = (f1, . . . , fN) определена при ‖u‖ =
maxi |ui| < a, f(0, t) ≡ 0, непрерывна по u. Пусть также существует
производные (fi)uj при ‖u‖ < a и limu→0(fi)uj = 0 равномерно по t.
Тогда решение системы в области Π0

(uk)t =
n∑

i,j=1

∂

∂xi
(a

(k)
ij (x)

∂u

∂xj
)− fk(u, t),

удовлетворяющее условию Неймана на S и такое что limt→∞ u = 0, то

u(x, t) = χ(t) + v(x, t), где χ̇+ f(χ, t) = 0,

а v(x, t) таково, что
∫

Πτ
v2dxdt = O(e−αt), α > 0 при t→∞

Ю. В. Егоров, В. А. Кондратьев, О. А. Олейник, Матем. сб., 189:3 (1998), 45–68;



Произвольная нелинейность типа +uq, 0 < q < 1

Поведение в Π0 положительных решений уравнения

ut =
n∑

i,j=1

∂

∂xi
(aij(x, t)

∂u

∂xj
) + f(u) (3)

удовлетворяющих условию Неймана (2).

β̇ = f(β)

Условия f(β) > 0,
∫∞ dβ

f(β) расходится ⇒ β ↑ и β →∞ при t→∞

f(u)
u → 0, u→∞ ⇒ β(t) ∼ β(t+ c) при t→∞

∫∞ dβ
f(β) =

∫∞ dβ
β

β
f(β) > δ

∫∞ dβ
β =∞

β(t+k)−β(t)
β(t+k) = β̇(t+θk)k

β(t+k) = f(β(t+θk))
β(t+θk)

β(t+θk)
β(t+k) → 0, т.к. β(t+θk)

β(t+k) < 1



Выбор правильного решения ОДУ

Под решением u(x, t) уравнения (3), удовлетворяющим условию (2), по-
нимается обобщенное решение u(x, t) ∈ W 1,1

2 (Πa,b)∩L∞(Πa,b) при любых
a, b, 0 < a < b <∞.
u(x, t) непрерывна и удовлетворяет условию Гельдера в Πa,b.
Лемма Принцип максимума
Пусть u(x, t), v(x, t) — положительные решения уравнения (3), удовле-
творяющие условию (2) такие, что u(x, t0) ≤ v(x, t0), x ∈ Ω. Тогда
u(x, t) ≤ v(x, t) при t > t0, x ∈ Ω.
Следствие β(t+ t1) ≤ u(x, t) ≤ β(t+ t2)
Выбор τ0 : Положим

τ0 = inf{τ | ∃Tτ : u(x, t) ≤ β(t+ τ) при t > T (τ)}

ясно, что t1 ≤ τ0 ≤ t2.
Более того: из неравенства Харнака вплоть до границы Πa,b

u− β(t+ τ0) = o(β(t)) при t→∞



Преобразования и подбор условий

Замена: v = u− β(t+ τ0) = o(β(t)) при t→∞

f(u)−f(β)
u−β = f ′(uA+Bβ) ∼ f ′(β)uA+βB

β = f ′(β)(1 + o(f(β)
β ))

vt = Lv + f ′(β)(1 + o(f(β)
β ))v

Замена: v = wf(β)

wtf(β) + wf ′(β)β̇ = Lwf(β) + f ′(β)wf(β)(1 + o(f(β)
β ))

wt + wf ′(β) = Lw + f ′(β)w(1 + o(f(β)
β ))

wt = Lw + wf ′(β)(o(f(β)
β ))

wt = Lw + w(o(f
2(β)
β2 ))



Окончание доказательства

Теорема Решение w(x, t) = o(1) уравнения

wt =
n∑

i,j=1

∂

∂xi
(aij(x, t)

∂w

∂xj
) + b(x, t)w,

c b(x, t) = o(t−1−ε) при t → ∞, удовлетворяющее условию Неймана (2)
экспоненциально стремится к нулю: w(x, t) = o(exp(−αt)), где α – не
зависит от w(x, t).

ШАГ 1: Построить решение w0(x, t) уравнения (4), удовлетворяющее (2)

0 < k1 ≤ w0(x, t) ≤ k2.

как предел последовательности wm(x, t)|t=m = 1
ШАГ 2 (далее аналогично ЕКО):

∫
Ω
ww0dx = 0

ШАГ 3: Выбирая ww0 в качестве пробной найдем, что

J =

∫
Πτ

|∇xw|2dxdt < −k2J̇ .

И отсюда, что w(x, t) = o(e−k−2t) при t→∞.



Формулировка теоремы

Теорема Пусть u(x, t) положительное в Π0 решение уравнения

ut =
n∑

i,j=1

∂

∂xi
(aij(x, t)

∂u

∂xj
) + f(u), (3)

удовлетворяющее условию Неймана (2), и выполнено Условие F
Тогда

u(x, t) = β(t+ τ0) +O(e−αt), при t→∞
где α = const > 0 не зависит от u(x, t), τ0 = const зависит от u(x, t).

Условие F1 : f(0) = 0, f(u) > 0, f(u)
u убывает по u и limu→∞

f(u)
u = 0

f(β(t))
β(t) = o(t−

1
2−ε) при t→∞, ε > 0

Условие F2 : f(0) = 0, f(u) > 0, f ′(u) непрерывно при u > u0,
limu→∞

f(u)
u = 0, и f ′(β)f(β(t))

β(t) = o(t−1−ε) при t→∞ ε > 0
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