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Òåîðåìà Øíåéäåðà-Ëåíãà

Òåîðåìà (Ñ. Ëåíã, 1965)

Ïóñòü K êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë,

• f1(z), · · · , fN(z) ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè ïîðÿäêà íå áîëåå ρ.
• deg trQK(f1(z), · · · , fN(z)) ≥ 2,
• ïðîèçâîäíàÿ d

dz îòîáðàæàåò êîëüöî K[f1(z), · · · , fN(z)] â ñåáÿ.
Òîãäà êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë w ñ óñëîâèåì

fi (w) ∈ K, 1 ≤ i ≤ N íå ïðåâîñõîäèò 10 ρ [K : Q].
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Ïðèìåðû

• 1. Ôóíêöèè z , ez

Ýðìèò, 1873: e òðàíñöåíäåíòíî. (w = n > 0, n ∈ Z)

Ëèíäåìàí,1882: Åñëè α - íåíóëåâîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî,

òî eα òðàíñöåíäåíòíî. (w = nα, n ∈ N) Ïðè α = πi ïîëó÷àåòñÿ
òðàíñöåíäåíòíîñòü π.
• 2. Ôóíêöèè ez , ebz , ãäå b 6∈ Q
Ãåëüôîíä, 1934; Øíåéäåð, 1934.

Ñåäüìàÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà: ïðè àëãåáðàè÷åñêèõ a, b, a 6= 0, 1
è b 6∈ Q ÷èñëî ab òðàíñöåíäåíòíî. (w = n ln a, n ∈ N)
• 3. Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè.

Ëèíäåìàí - Âåéåðøòðàññ, 1885: Åñëè a1, . . . , ap �

àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, ëèíåéíî íåçàâèñèìûå íàä Q, òî ÷èñëà

ea1 , . . . , eap

àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä Q.
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Èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííûõ

Ëåììà 1 (Çèãåëü 1929)

Ïóñòü ω = (ω1, . . . , ωm) ∈ Cm, ω 6= 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ

ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n, ñóùåñòâóþò òàêèå ëèíåéíûå
ôîðìû

Li (x) =
m∑
j=1

aijxj , aij ∈ Z, 1 ≤ i ≤ m,

÷òî

1. L1(x), . . . , Lm(x) ëèíåéíî íåçàâèñèìû,

2. |aij | ≤ An ñ An →∞ ïðè n→∞,

3. maxi | Li (ω) |= o(A1−λ
n ) ïðè n→∞.

äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà λ ≥ 1.
Òîãäà ñðåäè ÷èñåë ω1, . . . , ωm èìååòñÿ íå ìåíåå λ ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ íàä Q.
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Ãèïîòåçà Ãåëüôîíäà, 1948: Åñëè

α, β ∈ A, α 6= 0, 1, deg β = d ≥ 2, òî αβ, αβ
2
, · · · , αβd−1

àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû.

Òåîðåìà (Ãåëüôîíä, 1948) Ïóñòü α, β ∈ A ñ α 6= 0, 1 è deg

β = 3. Òîãäà αβ, αβ
2
àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû.

Òåîðåìà (Ãåëüôîíä, 1950, Òàéäåìàí, 1970) Ïóñòü {a1, · · · , ap}
è {b1, · · · , bq} � äâà íàáîðà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íàä Q
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è pq+p

p+q ≥ 2. Òîãäà

trdegQQ(a1, . . . , ap, e
a1b1 , · · · , eapbq) ≥ 2.

α, β ∈ A, α 6= 0, 1, p = q = deg β = 3, aj = βj−1, bj = βj−1logα.

Òåîðåìà (Ãåëüôîíä+Ôåëüäìàí 1950, Áðîóíâåëë 1979, Äèàñ

1990) Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà P(x , y) ∈ Z[x , y ]
èìååì

ln | P(αβ, αβ
2
) |> − exp(c degP(degP + lnH(P))).
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Òåîðåìà (Ãåëüôîíä, 1948) Ïóñòü α, β ∈ A ñ α 6= 0, 1 è deg

β = 3. Òîãäà αβ, αβ
2
àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû.
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è {b1, · · · , bq} � äâà íàáîðà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íàä Q
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trdegQQ(a1, . . . , ap, e
a1b1 , · · · , eapbq) ≥ 2.
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Òåîðåìà (Ãåëüôîíä+Ôåëüäìàí 1950, Áðîóíâåëë 1979, Äèàñ

1990) Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà P(x , y) ∈ Z[x , y ]
èìååì

ln | P(αβ, αβ
2
) |> − exp(c degP(degP + lnH(P))).
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Ïóñòü ω = (ω1, · · · , ωm) ∈ Cm. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N, ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû
AN(x) ∈ Z[x1, · · · , xm] òàêèå, ÷òî

deg AN ≤ σ(N), log H(AN) ≤ σ(N)

0 <| AN(ω) | < e−λ(N)

ãäå σ(N) è λ(N) - ïîëîæèòåëüíûå, âîçðàñòàþùèå äî
áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèè.

Ïðåäëîæåíèå

1. Åñëè lim
N→+∞

λ(N)
σ(N) =∞, òî, ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë

ω1, · · · , ωm òðàíñöåíäåíòíî.

2. (Ãåëüôîíä 1948) Åñëè lim
N→+∞

λ(N)
σ(N+1)2 =∞, òî ïî êðàéíåé

ìåðå äâà èç ÷èñåë ω1, · · · , ωm àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä

Q.
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Êðèòåðèé Ôèëèïïîíà, 1986

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü κ ∈ R, ω1, · · · , ωm ∈ C. Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî äëÿ âñåõ

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû

AN ∈ Z[x1, · · · , xm] òàêèå, ÷òî

deg AN + log H(AN) ≤ σ(N)

e−c·λ(N−1) ≤| AN(ω1, · · · , ωm) |≤ e−λ(N),

ãäå c = c(ωi , k,m) > 1 è σ(N), λ(N), λ(N−1)
(σ(N))κ � âîçðàñòàþùèå

äî áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèè. Òîãäà

trdegQ(ω1, · · · , ωm) > κ − 1.
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Ôóíêöèè z , eb1z , . . . , ebqz

L = Q
(
a1, · · · , ap, ea1b1 , · · · , eapbq

)
,

ãäå ïðåäïîëàãàþòñÿ òåõíè÷åñêèå óñëîâèÿ:

Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ γ > 0 òàêàÿ, ÷òî ïðè âñåõ xi , yi ∈ Z
c maxi | xi |> 0, maxi | yi |> 0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

| x1a1 + · · ·+ xpap | ≥ exp{−γX logX}, X = max1≤i≤p | xi |,
| y1b1 + · · ·+ yqbq | ≥ exp{−γY logY }, Y = max1≤i≤q | yi | .

Òåîðåìà 1. Ïðè âûïîëíåíèè òåõíè÷åñêèõ óñëîâèé ñòåïåíü

òðàíñöåíäåíòíîñòè ïîëÿ L íå ìåíüøå, ÷åì
[
pq+p
p+q

]
.

Òåîðåìà 2. Åñëè α, β � àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, α lnα 6= 0, è
d = deg β ≥ 2, òî trdegQQ(αβ, . . . , αβ

d−1
) ≥

[
d+1

2

]
.

Ò.1 ⇒ Ò.2 : p = q = d , aj = βj−1, bj = βj−1logα.
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Ôîðìû ×æîó

K � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0.
K[X ] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííûõ x0, . . . , xm íàä K;
r � öåëîå ÷èñëî, 1 ≤ r ≤ m, à uij , 1 ≤ i ≤ r , 0 ≤ j ≤ m, �
ïåðåìåííûå, àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûå íàä K [X ]. Ââåäåì
ëèíåéíûå ôîðìû

Li (X ) =
n∑

j=0

uijxj , i = 1, . . . , r .

Ïóñòü I � íåêîòîðûé îäíîðîäíûé èäåàë êîëüöà K[X ]. Èäåàë
I (r) ⊂ K[U] ïî îïðåäåëåíèþ ñîñòîèò èç âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ G
êîëüöà K[U] = K[u10, . . . , urm], óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðè
íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì M óñëîâèÿì

GxMi ∈ (I , L1, . . . , Lr ) ⊂ K[X ,U], 0 ≤ i ≤ m.
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Èäåàë I êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ K[X ] = K[x0, . . . , xm] íàçûâàåòñÿ
íåñìåøàííûì, åñëè âñå åãî ïðèìàðíûå êîìïîíåíòû èìåþò

îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü ðàâíóþ ðàçìåðíîñòè èäåàëà I .

Ïîêàçàòåëåì p ïðèìàðíîãî èäåàëà I íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ñ óñëîâèåì pn ⊂ I .
Ïîä ðàçìåðíîñòüþ dim I îäíîðîäíîãî èäåàëà I áóäåì ïîíèìàòü

åãî ïðîåêòèâíóþ ðàçìåðíîñòü.

Ïðåäëîæåíèå 1

Ïóñòü I � íåñìåøàííûé îäíîðîäíûé èäåàë êîëüöà K[X ],
r = dim I + 1 ≥ 1. Ïóñòü I = I1 ∩ · · · ∩ Is � íåñîêðàòèìîå

ïðèìàðíîå ðàçëîæåíèå, è äëÿ j = 1, . . . , s ïîëîæèì pj =
√
Ij ,

kj � ïîêàçàòåëü ïðèìàðíîãî èäåàëà Ij .
Òîãäà I (r) � ãëàâíûé èäåàë â êîëüöå K[u1, . . . , ur ], è åñëè

pj(r) = (Fj), òî ìíîãî÷ëåí F = F k1
1 · · ·F ks

s ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé

èäåàëà I (r).

Îáðàçóþùàÿ F ãëàâíîãî èäåàëà I (r) íàçûâàåòñÿ
àññîöèèðîâàííîé ôîðìîé èëè ôîðìîé ×æîó èäåàëà I .
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ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ν = [K : Q]. Äëÿ êàæäîãî

îäíîðîäíîãî íåñìåøàííîãî èäåàëà I êîëüöà
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Ïðåäëîæåíèå 2

Ïóñòü I � íåñìåøàííûé îäíîðîäíûé èäåàë êîëüöà K[x ], dim I
≥ 0, I = I1 ∩ · · · ∩ Is � íåñîêðàòèìîå ïðèìàðíîå ðàçëîæåíèå,

pj =
√

Ij , kj � ïîêàçàòåëü ïðèìàðíîãî èäåàëà Ij . Ïóñòü
ω ∈ Cm+1, ω 6= 0. Òîãäà

1.
∑s

j=1 kj deg pj = deg I ;

2.
∑s

j=1 kjh(pj) ≤ h(I ) + νm2 deg I ;

3.
∑s

j=1 kj ln |pj(ω)| ≤ ln |I (ω)|+ m3 deg I .
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Ïðåäëîæåíèå 3

Ïóñòü I = (P) � ãëàâíûé èäåàë â êîëüöå K[x ], ïîðîæäåííûé
îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì P , ω ∈ Cm+1, ω 6= 0. Òîãäà

1) deg I = degP,

2) h(I ) ≤ h(P) + νm2 degP,

3) ln |I (ω)| ≤ ln ‖P‖ω + 2m2 degP, ãäå ‖P‖ω = |P(ω)|/|ω|deg P .

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

‖ω − β‖ =
|βj · ωk − βk · ωj |

|ω| · |β|
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Ïðåäëîæåíèå 4

Ïóñòü p � îäíîðîäíûé ïðîñòîé èäåàë êîëüöà K[X ], dim p ≥ 0;
Q � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí èç K[X ], Q /∈ p. Ïóñòü òàêæå
| · | = | · |w , w ∈M, � àáñîëþòíîå çíà÷åíèå íà K.
Ñóùåñòâóåò îäíîðîäíûé íåñìåøàííûé èäåàë J ⊂ K[x ], íóëè
êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè èäåàëà (p,Q), dim J = dim p− 1,
òàêîé, ÷òî

1) deg J ≤ deg p degQ;

2) h(J) ≤ h(p) degQ + h(Q) deg p + νm(r + 1) deg p degQ;

3) åñëè ω ∈ Cm+1 è ρ = min ‖ω − β‖, ãäå ìèíèìóì ïî âñåì

íóëÿì β èäåàëà p â Cm+1, òî

ln |J(ω)| ≤ ln δ+h(Q) deg p+h(p) degQ++11νm2 deg p degQ,

δ =

‖Q‖ω, åñëè ρ < ‖Q‖ω,

|p(ω)|, åñëè ρ ≥ ‖Q‖ω.
Ïðè r = 1 ñ÷èòàåì |J(ω)| = 1.
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Àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü è ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ



Ñëåäñòâèå 1

Åñëè V � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí êîëüöà K[X ] è ω, ξ ∈ Cm+1 �

íåíóëåâûå òî÷êè, ïðè÷åì V (ξ) = 0, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖V ‖ω ≤ ‖ω − ξ‖ · e(2m+1) deg V .

Ñëåäñòâèå 2

Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 4 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|p(ω)| ≤ ρ · e5m2 deg p.
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Òåîðåìà 1. Ïðè âûïîëíåíèè òåõíè÷åñêèõ óñëîâèé ñòåïåíü

òðàíñöåíäåíòíîñòè ïîëÿ L íå ìåíüøå, ÷åì
[
pq+p
p+q

]
.

Ýòà òåîðåìà áóäåò âûâåäåíà èç áîëåå îáùåãî óòâåðæäåíèÿ, ãäå

ìû èñïîëüçóéòå îáîçíà÷åíèÿ m = pq + p è

ω = (1, a1, · · · , ap, ea1b1 , · · · , eapbq) ∈ Cm+1.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü r � öåëîå ÷èñëî, 1 ≤ r ≤ χ = pq+p
p+q . Òîãäà

ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà µr = µr (ω) > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ

îäíîðîäíûõ íåñìåøàííûõ èäåàëîâ I ⊂ Q[x ] = Q[x0, . . . , xm]
ðàçìåðíîñòè dimI = r − 1, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

log |I (ω)| ≥ −Sχ

äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî S ñ óñëîâèåì

t(I ) = deg I + h(I ) ≤ µrSχ−r (log S)
qr
m .
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Òåîðåìà 1. Ïðè âûïîëíåíèè òåõíè÷åñêèõ óñëîâèé ñòåïåíü

òðàíñöåíäåíòíîñòè ïîëÿ L íå ìåíüøå, ÷åì
[
pq+p
p+q

]
.

Ýòà òåîðåìà áóäåò âûâåäåíà èç áîëåå îáùåãî óòâåðæäåíèÿ, ãäå

ìû èñïîëüçóéòå îáîçíà÷åíèÿ m = pq + p è

ω = (1, a1, · · · , ap, ea1b1 , · · · , eapbq) ∈ Cm+1.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü r � öåëîå ÷èñëî, 1 ≤ r ≤ χ = pq+p
p+q . Òîãäà

ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà µr = µr (ω) > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ

îäíîðîäíûõ íåñìåøàííûõ èäåàëîâ I ⊂ Q[x ] = Q[x0, . . . , xm]
ðàçìåðíîñòè dimI = r − 1, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

log |I (ω)| ≥ −Sχ

äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî S ñ óñëîâèåì

t(I ) = deg I + h(I ) ≤ µrSχ−r (log S)
qr
m .
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Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî òåîðåìà 3 âëå÷¼ò òåîðåìó 1. Ïóñòü E
ïðîñòîé èäåàë êîëüöà Q[x ], ïîðîæä¼ííûé âñåìè îäíîðîäíûìè

ìíîãî÷ëåíàìè P(x) ∈ Q[x ], îáðàùàþùèìèñÿ â íóëü â òî÷êå ω.
Ïóñòü r = 1 + trdegL. Òîãäà dimE = r − 1. Åñëè r ≤ χ, òî ïî

òåîðåìå 3 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ S ïîëó÷àåì

|E(ω)| > exp(−Sχ) > 0. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó èç

ñëåäñòâèÿ 2 ïðåäëîæåíèÿ 4, âåäü ω � íóëü ïðîñòîãî èäåàëà E .
Çíà÷èò, r > χ è ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó 1.

Íèæå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîñòûõ èäåàëîâ p ðàçìåðíîñòè

r − 1 âûïîëíÿåòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà, ïîäîáíàÿ îöåíêå èç òåîðåìû

3, íî ñ èíîé ïîñòîÿííîé µ > 0. Èç îöåíêè äëÿ ïðîñòûõ èäåàëîâ

ïîëó÷èòñÿ îöåíêà òåîðåìû 3. Äàëåå íåìíîãî ïîäðîáíåå ìû

ðàññìàòðèâàåì îáùèé øàã èíäóêöèè ïðè r ≥ 2.
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Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî òåîðåìà 3 âëå÷¼ò òåîðåìó 1. Ïóñòü E
ïðîñòîé èäåàë êîëüöà Q[x ], ïîðîæä¼ííûé âñåìè îäíîðîäíûìè

ìíîãî÷ëåíàìè P(x) ∈ Q[x ], îáðàùàþùèìèñÿ â íóëü â òî÷êå ω.
Ïóñòü r = 1 + trdegL. Òîãäà dimE = r − 1. Åñëè r ≤ χ, òî ïî

òåîðåìå 3 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ S ïîëó÷àåì

|E(ω)| > exp(−Sχ) > 0. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó èç

ñëåäñòâèÿ 2 ïðåäëîæåíèÿ 4, âåäü ω � íóëü ïðîñòîãî èäåàëà E .
Çíà÷èò, r > χ è ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó 1.

Íèæå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîñòûõ èäåàëîâ p ðàçìåðíîñòè

r − 1 âûïîëíÿåòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà, ïîäîáíàÿ îöåíêå èç òåîðåìû

3, íî ñ èíîé ïîñòîÿííîé µ > 0. Èç îöåíêè äëÿ ïðîñòûõ èäåàëîâ

ïîëó÷èòñÿ îöåíêà òåîðåìû 3. Äàëåå íåìíîãî ïîäðîáíåå ìû

ðàññìàòðèâàåì îáùèé øàã èíäóêöèè ïðè r ≥ 2.
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Ïðåäëîæåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ îäíîðîäíûõ íåñìåøàííûõ èäåàëîâ

ðàçìåðíîñòè r − 2. Òîãäà ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìàëàÿ

ïîñòîÿííàÿ µ > 0, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ai , bj , µr−1 òàêàÿ, ÷òî

äëÿ ëþáîãî îäíîðîäíîãî ïðîñòîãî èäåàëà

p ⊂ Q[x ],dimp = r − 1, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

log | p(ω) |≥ −Sχ

ãäå S � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî

t(p) ≤ µSχ−r (logS)
qr
m .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà 3 âåðíà äëÿ èäåàëîâ ðàçìåðíîñòè

r − 2. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ µ, óêàçàííàÿ â

ïðåäëîæåíèè. Ïîëîæèì µr = µ · (2m)−2. Åñëè äëÿ èäåàëîâ

ðàçìåðíîñòè r − 1 óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3 íåâåðíî, òî

ñóùåñòâóåò îäíîðîäíûé íåñìåøàííûé èäåàë I ðàçìåðíîñòè
r − 1 è ÷èñëî D òàêèå, ÷òî

t(I ) ≤ µrDχ−r (logD)
qr
m , log | I (ω) |< −Dχ. (1)
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Äîêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâà (1) ïðîòèâîðå÷àò

ñôîðìóëèðîâàííîìó ïðåäëîæåíèþ. Ïóñòü p1, · · · , ps ïðîñòûå
èäåàëû, àññîöèèðîâàííûå ñ èäåàëîì I èç (1) è k1, · · · , ks
ïîêàçàòåëè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèìàðíûõ êîìïîíåíò I . Èç
ïðåäëîæåíèÿ 2 ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

s∑
j=1

kj t(pj) ≤ 2m2t(I ),
s∑

j=1

kj log | pj(ω) |≤ log | I (ω) | +m3t(I ).

Åñëè êàæäûé èäåàë pj óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

log | pj(ω) |≥ − 1

µ
Dr (logD)−

qr
m t(pj)

òîãäà èìååì

log |I (ω)| ≥
s∑

j=1

kj log | pj(ω) | −m3t(I ) ≥ − 1

µ
Dr (logD)−

qr
m ·

s∑
j=1

kj t(p)−m3t(I ) ≥ −3m2

µ
Dr (logD)−

qr
m t(I ) ≥ −3

4
Dχ.
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Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî log |I (ω)| ≥ −3
4D

χ ïðîòèâîðå÷èò (1),

ïîýòîìó ìîæíî íàéòè ïðîñòîé èäåàë p = pj , êîòîðûé
óäîâëåòâîðÿåò

t(p) ≤ 2m2t(I ) ≤ µ

2
Dχ−r (logD)

qr
m ,

log | p(ω) |< − 1

µ
Dr (logD)−

qr
m t(p). (2)

Îïðåäåëèì ïàðàìåòð S ðàâåíñòâîì 1
µD

r (logD)−
qr
m t(p) = Sχ.

Òîãäà

(7.8) log | p(ω) |< −Sχ.

(7.9) t(p) = µSχD−r (logD)
qr
m < µSχ−r (logS)

qr
m

Äâà ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâà ïðîòèâîðå÷àò ïðåäëîæåíèþ, ÷òî

äîêàçûâàåò øàã èíäóêöèè, à âìåñòå ñ íèì è òåîðåìó 3.
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Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî â

ñëó÷àå r ≥ 2 óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3 ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ

îäíîðîäíûõ è íåñìåøàííûõ èäåàëîâ ðàçìåðíîñòè ìåíüøå r − 1.

Ôèêñèðóåì ÷èñëî, λ >> µ−1
r−1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

Ïðåäëîæåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà S äëÿ êîòîðûõ

ñóùåñòâóåò îäíîðîäíûé ïðîñòîé èäåàë

p ⊂ Q[x0, · · · , xm],dimp = r − 1 ñ óñëîâèÿìè

t(p) ≤ λ−m−1Sχ−r (logS)
qr
m , log | p(ω) |< −Sχ

îãðàíè÷åíû ñâåðõó. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî çàìåíèòü λ−m−1

ìåíüøåé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé µ.
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Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî â

ñëó÷àå r ≥ 2 óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3 ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ

îäíîðîäíûõ è íåñìåøàííûõ èäåàëîâ ðàçìåðíîñòè ìåíüøå r − 1.
Ôèêñèðóåì ÷èñëî, λ >> µ−1

r−1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

Ïðåäëîæåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà S äëÿ êîòîðûõ

ñóùåñòâóåò îäíîðîäíûé ïðîñòîé èäåàë

p ⊂ Q[x0, · · · , xm], dimp = r − 1 ñ óñëîâèÿìè

t(p) ≤ λ−m−1Sχ−r (logS)
qr
m , log | p(ω) |< −Sχ

îãðàíè÷åíû ñâåðõó. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî çàìåíèòü λ−m−1

ìåíüøåé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé µ.
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Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî â

ñëó÷àå r ≥ 2 óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3 ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ

îäíîðîäíûõ è íåñìåøàííûõ èäåàëîâ ðàçìåðíîñòè ìåíüøå r − 1.
Ôèêñèðóåì ÷èñëî, λ >> µ−1

r−1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

Ïðåäëîæåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà S äëÿ êîòîðûõ

ñóùåñòâóåò îäíîðîäíûé ïðîñòîé èäåàë

p ⊂ Q[x0, · · · , xm], dimp = r − 1 ñ óñëîâèÿìè

t(p) ≤ λ−m−1Sχ−r (logS)
qr
m , log | p(ω) |< −Sχ

îãðàíè÷åíû ñâåðõó. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî çàìåíèòü λ−m−1

ìåíüøåé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé µ.
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Îïðåäåëèì ïàðàìåòð T ðàâåíñòâîì

2λmTmlogT = min(Sχ, log
1

ρ
).

ãäå ρ � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ω äî ìíîãîîáðàçèÿ íóëåé èäåàëà p.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà P ∈ p ⊂ Q[x ] ñ

óñëîâèåì t(P) ≤ λp+qT p+q(logT )
1

q+1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖ P ‖ω≤ exp{−λmTmlogT}.

Ëåììà 2. Åñëè P ∈ Q[x ],P /∈ p � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí è

t(P) ≤ λp+qT p+q(logT )
1

q+1 , òî

‖ P ‖ω≥ exp{−1

2
TmlogT}.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü E ïðîñòîé èäåàë êîëüöà Q[x ], ïîðîæä¼ííûé
âñåìè îäíîðîäíûìè ìíîãî÷ëåíàìè P(x), êîòîðûå îáðàùàþòñÿ
â íóëü â òî÷êå ω. Òîãäà E ⊂ p.

Þ.Â. Íåñòåðåíêî ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ

Àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü è ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ



Îïðåäåëèì ïàðàìåòð T ðàâåíñòâîì

2λmTmlogT = min(Sχ, log
1

ρ
).

ãäå ρ � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ω äî ìíîãîîáðàçèÿ íóëåé èäåàëà p.
Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà P ∈ p ⊂ Q[x ] ñ

óñëîâèåì t(P) ≤ λp+qT p+q(logT )
1

q+1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖ P ‖ω≤ exp{−λmTmlogT}.

Ëåììà 2. Åñëè P ∈ Q[x ],P /∈ p � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí è

t(P) ≤ λp+qT p+q(logT )
1

q+1 , òî

‖ P ‖ω≥ exp{−1

2
TmlogT}.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü E ïðîñòîé èäåàë êîëüöà Q[x ], ïîðîæä¼ííûé
âñåìè îäíîðîäíûìè ìíîãî÷ëåíàìè P(x), êîòîðûå îáðàùàþòñÿ
â íóëü â òî÷êå ω. Òîãäà E ⊂ p.

Þ.Â. Íåñòåðåíêî ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ

Àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü è ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ



Îïðåäåëèì ïàðàìåòð T ðàâåíñòâîì

2λmTmlogT = min(Sχ, log
1

ρ
).

ãäå ρ � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ω äî ìíîãîîáðàçèÿ íóëåé èäåàëà p.
Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà P ∈ p ⊂ Q[x ] ñ

óñëîâèåì t(P) ≤ λp+qT p+q(logT )
1

q+1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖ P ‖ω≤ exp{−λmTmlogT}.

Ëåììà 2. Åñëè P ∈ Q[x ],P /∈ p � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí è

t(P) ≤ λp+qT p+q(logT )
1

q+1 , òî

‖ P ‖ω≥ exp{−1

2
TmlogT}.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü E ïðîñòîé èäåàë êîëüöà Q[x ], ïîðîæä¼ííûé
âñåìè îäíîðîäíûìè ìíîãî÷ëåíàìè P(x), êîòîðûå îáðàùàþòñÿ
â íóëü â òî÷êå ω. Òîãäà E ⊂ p.

Þ.Â. Íåñòåðåíêî ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ

Àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü è ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ



Îïðåäåëèì ïàðàìåòð T ðàâåíñòâîì

2λmTmlogT = min(Sχ, log
1

ρ
).

ãäå ρ � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ω äî ìíîãîîáðàçèÿ íóëåé èäåàëà p.
Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà P ∈ p ⊂ Q[x ] ñ

óñëîâèåì t(P) ≤ λp+qT p+q(logT )
1

q+1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖ P ‖ω≤ exp{−λmTmlogT}.

Ëåììà 2. Åñëè P ∈ Q[x ],P /∈ p � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí è

t(P) ≤ λp+qT p+q(logT )
1

q+1 , òî

‖ P ‖ω≥ exp{−1

2
TmlogT}.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü E ïðîñòîé èäåàë êîëüöà Q[x ], ïîðîæä¼ííûé
âñåìè îäíîðîäíûìè ìíîãî÷ëåíàìè P(x), êîòîðûå îáðàùàþòñÿ
â íóëü â òî÷êå ω. Òîãäà E ⊂ p.

Þ.Â. Íåñòåðåíêî ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ

Àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü è ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ



Ëåììà 3
K =

[
λT q+1

]
, L =

[
T p−1(logT )

1
q+1

]
, W =

[
T p+q(logT )−

q
q+1

]
.

Åñëè S äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî, òî ñóùåñòâóþò îäíîðîäíûå

ìíîãî÷ëåíû Ak ∈ Z[x ], k = (k1, · · · , kp), 0 ≤ ki < K òàêèå, ÷òî

1. t(Ak) ≤ λ2T p+q(logT )
1

q+1

2. ñóùåñòâóåò èíäåêñ k0 òàêîé, ÷òî Ak0
/∈ p

3. ôóíêöèÿ

F (z) =
∑
k

Ak(ω)e(k1a1+···+kpap)z

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

| F (w)(`1b1 + · · ·+ `qbq) |< exp(−1

2
λmTmlogT )

äëÿ âñåõ w è `j ñ óñëîâèÿìè

0 ≤ w <W , 0 ≤ `j < L, 1 ≤ j ≤ q.
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Ëåììà 4
Ïóñòü L1 = λpL. Òîãäà

E = max 0≤w<W

0≤`j<L1

| F (w)(`1b1 + · · ·+ `qbq) |≤ exp{−1

2
λmTmlogT}

Èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà Ýðìèòà: Ïóñòü

{`1b1 + · · ·+ `qbq, 0 ≤ `j < L} = {ξ1, · · · , ξLd}.

F (z) =
Ld∑
k=1

W−1∑
w=0

F (w)(ξk)

w !

1

2πi

∫
Γk

Ld∏
`=1

(
z − ξ`
t − ξ`

)W (t − ξk)w

t − z
dt+

1

2πi

∫
Γ

Ld∏
`=1

(
z − ξ`
t − ξ`

)W F (t)

t − z
dt (3)

Γ : | t |= Kp−1, Γk :| ζ − ξk |= 1
2exp{−γLlogL}.
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Ëåììà 5
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {α0, · · · , αn−1} è {β0, · · · , βs−1} �
ìíîæåñòâà èç n è s ðàçëè÷íûõ ÷èñåë è

F (z) =
n−1∑
j=0

cje
αjz , cj ∈ C.

C = max0≤i<n | cj |, E = max 0≤i<w

0≤i<s
| F (i)(βj) |

a0 = min
0≤i<j<n

(| αi − αj |, 1), b0 = min
0≤i<j<s

(| βi − βj |, 1).

a1 = max0≤j<n(| αj |, 1), b1 = max0≤j<s(| βj |, 1)

Åñëè sw ≥ 2n + 13a1b1, òî

C ≤ s
√
n!e7a1b1

(
1

2a0b1

)n−1( 72b1

b0
√
s

)sw

E .

Þ.Â. Íåñòåðåíêî ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ

Àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü è ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ



Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà èíäóêòèâíîãî øàãà ïðèìåíèì

ëåììó 5 ê ôóíêöèÿ F (z), ïîñòðîåííîé â ëåììå 3 ñ

n = Kp, s = Lq1 , w = W , E = exp(−1

2
λmTmlogT ).

Ïîëó÷àåì

max0≤kj<K | Ak(ω) |≤ exp(−1

3
λmTmlogT ).

Íî ïî êîíñòðóêöèè èìååì

Ak0
(x) /∈ p.

Ïðèìåíÿÿ ê ýòîìó ìíîãî÷ëåíó ëåììó 2, íàõîäèì

|Ak0
(ω)| ≥ exp(−1

2
Tm logT ).

Ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà ïðîòèâîðå÷èâû. Ýòî çàâåðøàåò

äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ è òåîðåìû 3.
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Íåêîòîðûå îòêðûòûå âîïðîñû.

1. Èñêëþ÷åíèå òåõíè÷åñêèõ óñëîâèé èç êîíå÷íîãî ðåçóëüòàòà -

òåîðåìû 3 åñòü âàæíàÿ ïðîáëåìà òåîðèè òðàíñöåíäåíòíûõ

÷èñåë. Ð. Òàéäåìàí ñäåëàë ýòî â 1970ã. äëÿ ñëó÷àÿ ñòåïåíè

òðàíñöåíäåíòíîñòè 2. Îáùèé ñëó÷àé - îòêðûòàÿ ïðîáëåìà.

2. Ýêâèâàëåíòíàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà 7-é ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà:

åñëè α è β àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, íàòóðàëüíûå ëîãàðèôìû

êîòîðûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä ïîëåì Q, òî ýòè ëîãàðèôìû

íå ìîãóò áûòü ñâÿçàíû íèêàêèì îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì ñ

ðàöèîíàëüíûñì êîýôôèöèåíòàìè. Äâà âîïðîñà â ýòîé ñâÿçè.

1). (Í.È. Ôåëüäìàí, 1982) Ìîãóò ëè ëîãàðèôìû äâóõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë áûòü ñâÿçàííûìè ìíîãî÷ëåíîì y − x2?

2). (Th. Schneider, 1957) Â êàêèõ ñèòóöèÿõ ëîãàðèôìû ÷åòûð¼õ

àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë íå ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ìíîãî÷ëåíîì

x0x1 − x3x4?
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