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В прошлой серии...

Определение. Пусть 𝜌, 𝜎 — матрицы плотности в C𝑛

𝑆(𝜌||𝜎) = Tr 𝜌 ln 𝜌− Tr 𝜌 ln𝜎, ker 𝜌 = ker𝜎 = {0}

В общем случае введём носитель матрицы плотности

supp 𝜌 = sign 𝜌 · C𝑛.

𝑆(𝜌||𝜎) =

=

{︃
Tr 𝜌|supp 𝜌 ln 𝜌|supp 𝜌 − Tr 𝜌|supp𝜎 ln𝜎|supp𝜎, supp 𝜌 ⊆ supp𝜎

+∞, supp 𝜌 ⊈ supp𝜎
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Утверждение.
𝑆(𝜌||𝜎) ⩾ 0, ∀𝜌, 𝜎

Причём равенство достигается тогда и только тогда, когда
𝜌 = 𝜎.

Доказательство: Используя разложение в ряд Тейлора
функции 𝜂(𝜆) = −𝜆 ln𝜆 с остаточным членом в форме
Лагранжа

𝜂(𝜆) = 𝜂(𝜇)+(𝜆−𝜇)𝜂′(𝜇)+
1

2
(𝜆−𝜇)2𝜂′′(𝜉), 0 < 𝜆 < 𝜉 < 𝜇 ⩽ 1

С учётом 𝜂′(𝜆) = −1− ln𝜆, 𝜂′′(𝜆) = − 1
𝜆 , получаем

−𝜆 ln𝜆 = −𝜇 ln𝜇− (𝜆− 𝜇)− (𝜆− 𝜇) ln𝜇− 1

2
(𝜆− 𝜇)2

1

𝜉
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𝜆 ln𝜆− 𝜆 ln𝜇 = 𝜆− 𝜇+
1

2
(𝜆− 𝜇)2

1

𝜉
⩾ 𝜆− 𝜇+

1

2
(𝜆− 𝜇)2

(с учётом 𝜉 < 1)
В частности, и в пределе 𝜆 → +0

0 ⩾ −𝜇+
1

2
𝜇2 при 𝜇 ∈ [0,1]

𝜌 =
∑︁
𝑗

𝜆𝑗 |𝑒𝑗⟩⟨𝑒𝑗 |, 𝜎 =
∑︁
𝑘

𝜇𝑘|ℎ𝑘⟩⟨ℎ𝑘|

𝑆(𝜌||𝜎) =
∑︁
𝑗,𝑘

|⟨𝑒𝑗 |ℎ𝑘⟩|2 (𝜆𝑗 ln𝜆𝑗 − 𝜆𝑗 ln𝜇𝑘) ⩾

⩾
∑︁
𝑗,𝑘

|⟨𝑒𝑗 |ℎ𝑘⟩|2(𝜆𝑗−𝜇𝑘)+
1

2

∑︁
𝑗,𝑘

|⟨𝑒𝑗 |ℎ𝑘⟩|2(𝜆𝑗−𝜇𝑘)
2 =

1

2
Tr(𝜌−𝜎)2
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Таким образом, мы доказали, что

𝑆(𝜌||𝜎) ⩾ 1

2
Tr(𝜌− 𝜎)2, ∀𝜌, 𝜎

Очевидно, Tr(𝜌− 𝜎)2 ⩾ 0, причём, если Tr(𝜌− 𝜎)2 = 0, то
𝜌 = 𝜎.
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Теорема.(Монотонность относительной энтропии) Если Φ —
канал, а 𝜌, 𝜎 — матрицы плотности, то

𝑆(Φ(𝜌)||Φ(𝜎)) ⩽ 𝑆(𝜌||𝜎)
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Лемма 1.
1

𝑆(𝜌1||𝜌2) = −Tr 𝜌
1
2
1 ln(𝜌2 · 𝜌−1

1 )𝜌
1
2
1

2

𝑆(𝜌1||𝜌2) =
∫︁ ∞

0
Tr(𝜌2 − 𝜌1)(𝜌1 ·+𝑠 · 𝜌2)−1(𝜌2 − 𝜌1)

𝑑𝑠

(𝑠+ 1)2
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Доказательство:
1) Отметим, что

𝑓(𝑋·) = 𝑓(𝑋)·,

что можно проверить для полиномов.

𝜌2 · 𝜌−1
1 = (𝜌2·)(·𝜌−1

1 ) = (𝜌2·)(·𝜌1)−1

С учётом [(𝜌2·), (·𝜌1)−1] = 0, имеем

− ln(𝜌2 · 𝜌−1
1 ) = − ln((𝜌2·)(·𝜌1)−1) = ·(ln 𝜌1)− (ln 𝜌2)·

−Tr 𝜌
1
2
1 ln(𝜌2 · 𝜌−1

1 )𝜌
1
2
1 = Tr 𝜌

1
2
1 (·(ln 𝜌1)− (ln 𝜌2)·)𝜌

1
2
1 =

= Tr 𝜌
1
2
1 (𝜌

1
2
1 ln 𝜌1 − ln 𝜌2𝜌

1
2
1 ) = Tr(𝜌1 ln 𝜌1 − 𝜌1 ln 𝜌2) = 𝑆(𝜌1||𝜌2)
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2)

− ln𝑤 = −(𝑤 − 1) +

∫︁ ∞

0

(𝑤 − 1)2

𝑤 + 𝑠

𝑑𝑠

(𝑠+ 1)2

Поэтому представим энтропию в виде:

𝑆(𝜌1||𝜌2) = −Tr 𝜌
1
2
1 (𝜌2 · 𝜌

−1
1 − 𝐼)𝜌

1
2
1+

+

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠

(𝑠+ 1)2
Tr 𝜌

1
2
1 (𝜌2 · 𝜌

−1
1 − 𝐼)(𝜌2 · 𝜌−1

1 + 𝑠𝐼)−1(𝜌2 · 𝜌−1
1 − 𝐼)𝜌

1
2
1
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Начнём с первого члена

(𝜌2 · 𝜌−1
1 − 𝐼)𝜌

1
2
1 = 𝜌2𝜌

− 1
2

1 − 𝜌
1
2
1 = (𝜌2 − 𝜌1)𝜌

− 1
2

1

−Tr 𝜌
1
2
1 (𝜌2 · 𝜌

−1
1 − 𝐼)𝜌

1
2
1 =

= Tr 𝜌
1
2
1 (𝜌2 − 𝜌1)𝜌

− 1
2

1 = Tr(𝜌2 − 𝜌1) = 1− 1 = 0
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С учётом

𝜌2 · 𝜌−1
1 + 𝑠𝐼 = ·𝜌−

1
2

1 (𝜌2 ·+𝑠 · 𝜌1) · 𝜌
− 1

2
1

подынтегральный член

Tr 𝜌
1
2
1 (𝜌2 · 𝜌

−1
1 − 𝐼)(𝜌2 · 𝜌−1

1 + 𝑠𝐼)−1(𝜌2 · 𝜌−1
1 − 𝐼)𝜌

1
2
1 =

= Tr(𝜌2 − 𝜌1)𝜌
− 1

2
1 (𝜌2 · 𝜌−1

1 + 𝑠𝐼)−1(𝜌2 − 𝜌1)𝜌
− 1

2
1 =

= Tr(𝜌2 − 𝜌1)𝜌
− 1

2
1 · 𝜌

1
2
1 (𝜌2 ·+𝑠 · 𝜌1)−1 · 𝜌

1
2
1 (𝜌2 − 𝜌1)𝜌

− 1
2

1 =

= Tr(𝜌2 − 𝜌1)(𝜌2 ·+𝑠 · 𝜌1)−1(𝜌2 − 𝜌1)
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