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Ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà

Äëÿ ìàòðèöû Λ =

(
1 0

0 −1

)
íàéäåì îáùèé âèä ìàòðèö

B > 0, äëÿ êîòîðûõ BΛB = Λ:

B =

(
γ γv
γv γ

)
, |v| < 1, γ = (1− v2)−1/2.

Â âåêòîðíîì ñëó÷àå Λ = diag{1,−I}, è

B =

(
γ γv⊤

γv (I+ γ2vv⊤)1/2

)
, |v| < 1, γ = (1− |v|2)−1/2.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà (ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà 1) èìååò âèä(
r′

t′

)
= B

(
r

t

)



Ñëîæåíèå ñêîðîñòåé ïî Ýéíøòåéíó

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (I+ γ2vv⊤)1/2 = I+ γ2

1+γvv
⊤ è ïåðåõîäÿ ê

äèôôåðåíöèàëàì, ïîëó÷èì

dt′ = γdt+ γv⊤dr,

dr′ = γvdt+ (I+ γ2

1+γvv
⊤)dr.

Îáîçíà÷èì u = dr
dt
, u′ = dr′

dt
. Òîãäà

u′ =
1

1+ v⊤u

(
v +

1

γ
u+

γ

1+ γ
vv⊤u

)
.

Ýòî è åñòü ñëîæåíèå ñêîðîñòåé ïî Ýéíøòåéíó.

Ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìà:

u′ = v ⊕E u =

(
1+ v⊤u

|v|2

)
v +

√
1− |v|2

(
u− v⊤u

|v|2 v
)

1+ v⊤u
.



Èíâàðèàíòíîñòü

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bp îòêðûòûé øàð â Rn ðàäèóñà p ñ

öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Îïåðàöèÿ ⊕E îïðåäåëåíà â

B1 × B1, àíàëèòè÷íà, è èíâàðèàíòíà: äëÿ âñåõ óíèòàðíûõ

ìàòðèö U (ò.å. U⊤U = I) èìååì

U(a⊕E b) = (Ua)⊕E (Ub).



Íåìíîãî àëãåáðû

Ãðóïïîèä (S,⊕) - ýòî íåïóñòîå ìíîæåñòâî ñ áèíàðíîé
îïåðàöèåé ⊕: S× S → S. Ãðóïïîèä (S,⊕) íàçûâàåòñÿ
gyrogroup, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà 1 - 5:

1. Ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 0, äëÿ êîòîðîãî 0⊕ a = a⊕ 0 = a ïðè

âñåõ a ∈ S.

2. Óðàâíåíèÿ a⊕ x = b è y ⊕ a = b èìåþò åäèíñòâåííûå

ðåøåíèÿ x, y ∈ S ïðè âñåõ a, b ∈ S.

3. Ïðè âñåõ a, b ∈ S ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì gyr[a, b] â S
òàêîé, ÷òî ïðè âñåõ c ∈ S ñïðàâåäëèâî

a⊕ (b⊕ c) = (a⊕ b)⊕ (gyr[a, b]c).
4. Ïðè âñåõ a, b ∈ S ñïðàâåäëèâî (⊖a)⊕ (⊖b) = ⊖(a⊕ b).
5. Ïðè âñåõ a, b ∈ S ñïðàâåäëèâî gyr[a, b] = gyr[a, b⊕ a].



Äðóãèå ñâîéñòâà

Â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìîòðåíû è äðóãèå ñâîéñòâà:

6. Left Cancellation Law (LCL): ïðè âñåõ a, b ∈ S èìååì

(⊖a)⊕ (a⊕ b) = b.

7. Gyrocommutative Law: ïðè âñåõ a, b ∈ S èìååì

a⊕ b = gyr[a, b](b⊕ a).
Ëþáàÿ gyrogroup óäîâëåòâîðÿåò LCL.

Ñóùåñòâóþò gyrogroups, íå ÿâëÿþùèåñÿ gyrocommutative

gyrogroups.



Ñâîéñòâà ñëîæåíèÿ ïî Ýéíøòåéíó

Òåîðåìà 1. Ïàðà (B1,⊕E) ÿâëÿåòñÿ gyrocommutative

gyrogroup, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè 1 - 7. Ïðè ýòîì

gyr[a, b]c = Mc, è óíèòàðíàÿ ìàòðèöà M èìååò âèä

M = I+ Caaaa
⊤ + Cabab

⊤ + Cbaba
⊤ + Cbbbb

⊤,

è ñêàëÿðíûå ôóíêöèè Caa,Cab,Cba,Cbb ïðèâåäåíû íèæå:



Êîýôôèöèåíòû

Caa = − 1

|a|2
(1−

√
1− |a|2)(1−

√
1− |b|2)

1+ a⊤b+
√
(1− |a|2)(1− |b|2)

Cab =
1+ 2a⊤b

(1+
√
1−|a|2)(1+

√
1−|b|2)

1+ a⊤b+
√
(1− |a|2)(1− |b|2)

Cba = − 1

1+ a⊤b+
√
(1− |a|2)(1− |b|2)

Cbb = − 1

|b|2
(1−

√
1− |a|2)(1−

√
1− |b|2)

1+ a⊤b+
√

(1− |a|2)(1− |b|2)
.

(1)



Ñóììà Ì¼áèóñà

Äðóãîé ïðèìåð gyrocommutative gyrogroup: ñóììà Ì¼áèóñà

a⊕
M
b =

(1+ 2a⊤b+ |b|2)a+ (1− |a|2)b
1+ 2a⊤b+ |a|2|b|2

äëÿ âñåõ a, b ∈ B1.



Ïðåäïîëîæåíèÿ

Ðàññìîòðèì ãðóïïîèäû â øàðå Bp, ãäå p ∈ (0,∞]. Äàëåå
ïðåäïîëàãàåì âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

À1. Äëÿ âñåõ a, b ∈ Bp è âñåõ óíèòàðíûõ n× n-ìàòðèö U

âûïîëíåíî

(Ua)⊕ (Ub) = U(a⊕ b).

A2. Îòîáðàæåíèå f: Bp × Bp → Bp çàäàííîå ðàâåíñòâîì

f(a, b) = a⊕ b äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî.



Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð

Ââåäåì ñëåäóþøèå n× n-ìàòðèö ôóíêöèè:

g(x) =
∂

∂y
[(−x)⊕ y]|y=x

G(x) = g(x)⊤g(x) .

(2)

Îòìåòèì, ÷òî n× n-ìàòðèöà G(x) íåîòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ x ∈ B. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ 1 îíà

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

G(Ux) = UG(x)U⊤

äëÿ âñåõ x ∈ B è âñåõ óíèòàðíûõ n× n ìàòðèö U.



Ïðåäñòàâëåíèå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóþò ôóíêöèè m0, m1: [0, p
2) → [0,∞)

òàêèå ÷òî äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ x ∈ Bp

G(x) = m0(|x|2)
[
I− xx⊤

|x|2

]
+m1(|x|2)

xx⊤

|x|2
. (3)

Äàëåå ïðåäïîëàãàåì âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

A3. Ôóíêöèè m0, m1 äèôôåðåíöèðóåìû, m0(s) > 0,

m1(s) > 0 ïðè âñåõ s ∈ [0, p2), è m0(0) = m1(0) = 1.



Ïðèìåðû

Äëÿ ñóììû Ýéíøòåéíà

m0(u) =
1

1− u
, m1(u) =

1

(u− 1)2
.

Äëÿ ñóììû Ì¼áèóñà

m0(u) =
1

(1− u)2
, m1(u) =

1

(1− u)2
.



Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð è ñêàëÿðíûå ôóíêöèè

Òåîðåìà 3. Ïóñòü m0, m1 - ãëàäêèå ôóíêöèè [0, p2) → (0,∞)
òàêèå ÷òî m0(0) = m1(0). Òîãäà ñóùåñòâóåò áèíàðíàÿ
îïåðàöèÿ ⊕: Bp × Bp → Bp ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì (??)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî

A3: ∫ p

0

√
m1(s2)ds = ∞.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü åãî âûïîëíåííûì.



Óìíîæåíèå íà öåëîå ÷èñëî

Áûëî áû åñòåñòâåííî îáîçíà÷èòü a⊕ a ÷åðåç 2⊗ a, a⊕ (a⊕ a)
÷åðåç 3⊗ a è ò.ä. Ïîñòàâèì çàäà÷ó: ñóùåñòâóåò ëè

îòîáðàæåíèå ⊗: R× Bp → Bp òàêîå ÷òî ïðè âñåõ a ∈ Bp,

t1, t2 ∈ R ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(t1 ⊗ a)⊕ (t2 ⊗ a) = (t1 + t2)⊗ a,

t1 ⊗ (t2 ⊗ a) = (t1t2)⊗ a,

1⊗ a = a?



Óìíîæåíèå íà ñêàëÿð

Òåîðåìà 4. Òàêàÿ îïåðàöèÿ ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííà, è

çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè: t× 0 = 0, è ïðè a ̸= 0,

t⊗ a =
a

|a|
h−1(t h(|a|)), (4)

ãäå áèåêöèÿ h: (−p, p) → (−∞,∞) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

h(r) =

∫ r

0

√
m1(s2)ds.

Òàêèì îáðàçîì, Bp ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé ⊕ è óìíîæåíèåì íà

÷èñëî ⊗ îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (gyrovector space).



Ïðèìåðû

Äëÿ ñóìì Ýéíøòåéíà è Ì¼áèóñà èìååì

t⊗ a = atanh(t(tanh(|a|))) a
|a|

.



Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ

Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð G(x) = {gij(x)}ni,j=1 ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü
ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ Γkij. Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì

mj = mj(|x|2), m′
j =

dmj(u)

du

∣∣∣∣
u=|x|2

, j = 0, 1.

Òàêæå èñïîëüçóåì ñèìâîëû Êðîíåêåðà δij = 0 åñëè i ̸= j, è

δij = 1 åñëè i = j. Êàê èçâåñòíî,

Γkij(x) =
1

2

(
∂gik(x)

∂xj
+

∂gjk(x)

∂xi
− ∂gij(x)

∂xk

)
.



Ïðåäñòàâëåíèå ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ

Òåîðåìà 5. Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ äëÿ ñëó÷àÿ ìåòðè÷åñêîãî

òåíçîðà (??) èìåþò âèä

Γkij(x) =
m′
1

m1

xixjxk
|x|2

+
m′
0

m0
(δikxj + δjkxi −

2xixjxk
|x|2

)+

+
m1 −m0 − |x|2m′

0

|x|2m1

(
δijxk −

xixjxk
|x|2

)
.



Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ

Òåîðåìà 6. Ïóñòü x(·) - ãëàäêàÿ êðèâàÿ â Bp, è X0 ∈ Rn.

Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âåêòîðà X0 âäîëü êðèâîé x çàäàåòñÿ

â âèäå ðåøåíèÿ ñëåäóþøåé çàäà÷è Êîøè:

Ẋ+
m′
1

m1

(x⊤ẋ)(x⊤X)

|x|2
x+

+
m′
0

m0

[
(x⊤X)

(
I− xx⊤

|x|2

)
ẋ+ (x⊤ẋ)

(
I− xx⊤

|x|2

)
X

]
+

+
m1 −m0 − |x|2m′

0

|x|2m1

[
ẋ⊤

(
I− xx⊤

|x|2

)
X

]
x = 0, X(0) = X0.



×àñòíûé ñëó÷àé

Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè

êðèâîé x(·). Â âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå èíòåðâàëà îò 0 äî a

(ò.å. êîãäà x(t) = at, 0 ≤ t ≤ 1) èìååì

X(t) = G(at)−1/2X0 =
1√

m0(|a|2t2)

(
I− aa⊤

|a|2

)
X0+

+
1√

m1(|a|2t2)
aa⊤

|a|2
X0.

Äàëåå îáîçíà÷èì ÷åðåç P0→av ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ

âåêòîðà v âäîëü èíòåðâàëà {at : 0 ≤ t ≤ 1}.



Óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ

Òåîðåìà 7. Ãåîäåçè÷åñêèå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

ẍ+
m′
0

m0
2(x⊤ẋ)ẋ+

[(
m′
1

m1
− 2m′

0

m0

)
(x⊤ẋ)2

|x|2
+

+
m1 −m0 − |x|2m′

0

|x|2m1

(
|ẋ|2 − (x⊤ẋ)2

|x|2

)]
x = 0.



Ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå è ëîãàðèôì

Çíà÷åíèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ expa(b) âåêòîðà b
â òî÷êå a - ýòî çíà÷åíèå x(1) ðåøåíèÿ x(·) óðàâíåíèÿ
ãåîäåçè÷åñêèõ ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè x(0) = a, ẋ(0) = b. Â

÷àñòíîñòè, åñëè x(0) = 0 è x(1) = a ̸= 0, òî

ẋ(0) =
a

|a|

∫ |a|

0

√
m1(s2)ds.

Çíà÷åíèå exp0(ẋ(0)) ðàâíî a. Ïîýòîìó îïðåäåëèì ëîãàðèôì

â òî÷êå 0 îò íåíóëåâîãî âåêòîðà a ∈ B ðàâíûì ïðàâîé ÷àñòè

ïðåäûäóùåé ôîðìóëû:

ln0 a =
a

|a|

∫ |a|

0

√
m1(s2)ds.



Ïðåäñòàâëåíèå áèíàðíûõ îïåðàöèé

Òåîðåìà 8. Äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ âíåòîðîâ a, b ∈ B èìååì

a⊕ b = expa

[
P0→a(ln0 b)

]
(5)



Îáñóæäåíèå

Êàæäàÿ áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

ïðåäïîëîæåíèÿì À1 - À3, èìååò ìåòðè÷åñêèé òåíçîð G âèäà

(??). Ýòîò òåíçîð îïðåäåëÿåò ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ è

óðàâíåíèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, ãåîäåçè÷åñêèõ, à òàêæå

ýêñïîíåíöèàëüíîå è ëîãàðèôìè÷åñêîå îòîáðàæåíèÿ.

Ôîðìóëà (??) ïîçâîëÿåò íàéòè a⊕ b äëÿ âñåõ a, b ∈ Bp

òîëüêî ïî òåíçîðó G.



Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè

Ðàññòîÿíèå dist(a, b) ìåæäó òî÷êàìè a, b ∈ Bp - ýòî

íàèìåíüøàÿ äëèíà êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè a è b.

Òåîðåìà 9. Äëÿ âñåõ a, b ∈ Bp âåðíî ðàâåíñòâî

dist(a, b) = h(|(⊖a)⊕ b)|).

Ðàññòîÿíèå - ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ; îíà óäîâëåòâîðÿåò

íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà: äëÿ âñåõ a, b, c ∈ Bp ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî

dist(a, c) ≤ dist(a, b) + dist(b, c),

è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà b

ëåæèò íà ãåîäåçè÷åñêîé, ñîåäèíÿþùåé a è c.



Áèíàðíûå îïåðàöèè íàä ÷èñëàìè

Èíòåðåñíî, ÷òî äëÿ âñåõ a, b ∈ Bp ñïðàâåäëèâî

|a⊕ b| ≤ |a| ⊕ |b|,

è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà äëÿ

íåêîòîðîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà λ âåðíî a = λb èëè

b = λa.



Òåíçîð êðèâèçíû: ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∇ êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ

Ëåâè-×èâèòà, è ÷åðåç [X,Y] - ñêîáêó Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé X

è Y. Îáîçíà÷èì ÷åðåç TsBp - êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî

ìíîãîîáðàçèÿ Bp â òî÷êå s. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå R:

TsBp × TsBp × TsBp → TsBp ôîðìóëîé

R(u, v)w = ∇X∇YZ−∇Y∇XZ−∇[X,Y]Z,

ãäå ãëàäêèå ïîëÿ X, Y, Z òàêîâû, ÷òî X(s) = u, Y(s) = v,

Z(s) = w. Îòîáðàæåíèå R îïðåäåëåíî êîððåêòíî, òàê êàê

ïðàâàÿ ÷àñòü çàâèñèò òîëüêî îò òðîéêè (u, v,w). Áîëåå òîãî,
R(u, v)w çàâèñèò ëèíåéíî îò u, v, è w.



Êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû

Åñëè â ñòàíäàðòíîì îðòîíîðìàëüíîì áàçèñå {ei} ÷èñëà {ui},
{vi}, {wi} - êîîðäèíàòû âåêòîðîâ u, v,w ∈ TsBp, òî

R(u, v)w = Rq
ijkw

iujvkeq,

ãäå ÷èñëà Rq
ijk - êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû ïåðâîãî ðîäà.

Åñëè {gij} - êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, òî

êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû âòîðîãî ðîäà îïðåäåëþòñÿ

ôîðìóëîé

Rijkl = Rq
ijkglq.

Êàê èçâåñòíî,

Rq
ijk =

∂Γqki
∂xj

−
∂Γqji
∂xk

+
n∑

r=1

(
ΓrkiΓ

q
jr − ΓrjiΓ

q
kr

)
.



Ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç < u, v >= uigijv
j ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â

TsBp. Åñëè u, v ∈ TsBp ëèíåéíî íåçàâèñèìû, è σ - äâóìåðíàÿ

ïëîñêîñòü ñîäåðæàùàÿ u è v, òî ÷èñëî

Kσ(s) =
⟨R(u, v)v, u⟩

⟨u, u⟩⟨v, v⟩ − ⟨u, v⟩2

íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà (u, v) â σ è íàçûâàåòñÿ

ñåêöèîííîé êðèâèçíîé ìíîãîîáðàçèÿ Bp â òî÷êå s â

äâóìåðíîì íàïðàâëåíèè σ.



Ôîðìóëà ñåêöèîííîé êðèâèçíû

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ Bp ââåäåì êîîðäèíàòû â TxBp

òàê, ÷òî

x = (γ, 0, 0, . . . , 0)⊤, u = (0, 1, 0, . . . , 0)⊤, v = (α, 0, β, . . . , 0)⊤.

Îáîçíà÷èì mi, m
′
i, m

′′
i çíà÷åíèÿ ôóíêöèé â òî÷êå |x|2, i = 0, 1.

Òåîðåìà 10. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Kσ(x) =
Aα2 + Bβ2

m1α2 +m0β2
,

ãäå

A =
γ2[(m′

0)
2m1 +m0m

′
0m

′
1 − 2m0m1m

′′
0]− 3m0m1m

′
0 +m2

0m1

m2
0m1

,

B =
m0m1 − (m0 + γ2m′

0)
2

γ2m0m1
.



Óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà êðèâèçíû

Òåîðåìà 11. Ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà Kσ(s) ïîñòîÿííà (ò.å. íå
çàâèñèò îò òî÷êè s ∈ Bp è ïëîñêîñòè σ â TsBp) è

íåïîëîæèòåëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî

íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà C

m1(u) =
([um0(u)]

′)2

m0(u)(1+ Cum0(u))
∀u ∈ [0, p2). (6)

Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî òîæäåñòâà êðèâèçíà ðàâíà −C.



Èçîìîðôèçì îïåðàöèé

Áèíàðíûå îïåðàöèè ⊕ â Bq è ⊕̃ â Bp íàçûâàþòñÿ

èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ φ: Bq → Bp òàêàÿ,

÷òî äëÿ âñåõ a, b, x ∈ Bq è âñåõ óíèòàðíûõ ìàòðèö U

ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

φ(a⊕ b) = φ(a)⊕̃φ(b), φ(Ux) = Uφ(x).

Åñëè áèåêöèÿ φ ñóùåñòâóåò, òî îíà èìååò âèä

φ(x) = ±φ̃(|x|) x
|x|

,

ãäå φ̃ - áèåêöèÿ [0, q) → [0, p).

Îòíîøåíèå èçîìîðôèçìà òðàíçèòèâíî. Àëãåáðàè÷åñêèå

ñâîéñòâà èçîìîðôíûõ îïåðàöèé ñîâïàäàþò.



Êðèòåðèé èçîìîðôèçìà îïåðàöèé

Ïóñòü áèíàðíûå îïåðàöèè ⊕̃ â Bq è ⊕ â Bp ñ p, q ∈ (0,∞]
ãåíåðèðîâàíû ïàðàìè ôóíêöèé (m0,m1) è (m̃0, m̃1),
ñîîòâåòñòâåííî, è óäîâëåòâîðÿþò ïðåäïîëîæåíèÿì À1-À3.

Òåîðåìà 12. Îïåðàöèè ⊕̃ è ⊕ èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþøàÿ ãëàäêàÿ áèåêöèÿ φ̃:
[0, q) → [0, p) òàêàÿ, ÷òî φ̃′(0) > 0, è äëÿ âñåõ r ∈ (0, q)
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

m̃0(r
2) = m0(φ̃(r)

2)

[
φ̃(r)

φ̃′(0)r

]2
,

m̃1(r
2) = m1(φ̃(r)

2)

[
φ̃′(r)

φ̃′(0)

]
.



Îïåðàöèè èçîìîðôíûå ñóììå Ýéíøòåéíà

Òåîðåìà 13. Îïåðàöèÿ ⊕ â Bq ïîðîæäåííàÿ ïàðîé ôóíêöèé

(m0,m1) óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿì À1-À3,

èçîìîðôíà ñóììå Ýéíøòåéíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

limu→q2 um0(u) = ∞ è ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî C

òàêîå, ÷òî

m1(u) =
[(um0(u))

′]2

m0(u)(1+ Cum0(u))
∀u ∈ [0, q2).



Îïåðàöèè èçîìîðôíûå åâêëèäîâîé ñóììå

Òåîðåìà 13. Îïåðàöèÿ ⊕ â Bq ïîðîæäåííàÿ ïàðîé ôóíêöèé

(m0,m1) óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿì À1-À3,

èçîìîðôíà åâêëèäîâîé ñóììå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

limu→q2 um0(u) = ∞ è

m1(u) =
[(um0(u))

′]2

m0(u)
∀u ∈ [0, q2).



Êðèâèçíà è ñóììà Ýéíøòåéíà

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ⊕ ïîðîæäåíà

ôóíêöèÿìè m0, m1 óäîâëåòâîðÿþùèìè ïðåäïîëîæåíèÿì

À1-À3 è limu→q2 um0(u) = ∞.

1. Îïåðàöèÿ ⊕ èçîìîðôíà ñóììå Ýéíøòåéíà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà âñå ñåêöèîííûå êðèâèçíû ðàâíû îäíîìó è òîìó

æå îòðèöàòåëüíîìó ÷èñëó.

2. Îïåðàöèÿ ⊕ èçîìîðôíà åâêëèäîâîé ñóììå òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà âñå ñåêöèîííûå êðèâèçíû ðàâíû íóëþ.



Ïðèìåðû

Äëÿ ñóììû Ýéíøòåéíà

m0(u) =
1

1− u
, m1(u) =

1

(1− u)2

è, ïðè C = 1,

[(um0(u))
′]2

m0(u)(1+ Cum0(u))
= m1(u).

Äëÿ ñóììû Ì¼áèóñà

m0(u) =
1

(1− u)2
, m1(u) =

1

(1− u)2

è, ïðè C = 4,

[(um0(u))
′]2

m0(u)(1+ Cum0(u))
= m1(u).



Ïðèìåðû, ïðîäîëæåíèå

Äëÿ îïåðàöèè ⊕µ

m0(u) = 1, m1(u) =
1

1+ µ2u

è, ñ C = µ2,
[(um0(u))

′]2

m0(u)(1+ Cum0(u))
= m1(u).

Äëÿ îïåðàöèè ñ

m0(u) =
1

1− u
, m1(u) =

1

(1− u)3

èìååì
[(um0(u))

′]2

m0(u)
= m1(u),

è ïîýòîìó îïåðàöèÿ èçîìîðôíà åâêëèäîâîé ñóììå.



Êðàò÷àéøèå è êî-êðàò÷àéøèå êðèâûå

Êðèâóþ, ñîñòîÿùóþ èç òî÷åê ãåîäåçè÷åñêîé, íàçîâåì

êðàò÷àéøåé:

S(a, b) = {a⊕ (t⊗ b) : t ∈ R}.

Êðèâóþ

T(a, b) = {(t⊗ a)⊕ b : t ∈ R}
íàçîâåì êî-êðàò÷àéøåé.

Äëÿ ñëó÷àÿ ñóììû Ýéíøòåéíà, ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà,

ñîñòîÿøåãî èç êðàò÷àéøèõ, ìåíüøå 2π. ×åðåç ëþáóþ òî÷êó

íå íà êðàò÷àéøåé ïðîõîäèò áåñêîíå÷íî ìíîãî êðàò÷àéøèõ,

íå ïåðåñåêàþùèõ äàííóþ.

Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà, ñîñòîÿøåãî èç êî-êðàò÷àéøèõ,

ðàâíà 2π. ×åðåç ëþáóþ òî÷êó íå íà êî-êðàò÷àéøåé ïðîõîäèò

ðîâíî îäíà êî-êðàò÷àéøàÿ, íå ïåðåñåêàþùàÿ äàííóþ.

Êàê ñâÿçàíû ãåîìåòðèÿ êðàò÷àéøèõ è ãåîìåòðèÿ

êî-êðàò÷àéøèõ?



Êî-êðàò÷àéøèå

Òåîðåìà 14. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îïåðàöèè ⊕ ñ ôóíêöèÿìè m0,

m1, óäîâëåòâîðÿþùèìè ïðåäïîëîæåíèÿì À1-À3, ìíîæåñòâî

êî-êðàò÷àéøèõ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì êðàò÷àéøèõ

íåêîòîðîé îïåðàöèè, èçîìîðôíîé åâêëèäîé ñóììå, òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàöèÿ ⊕ èçîìîðôíà ñóììå

Ýéíøòåéíà èëè åâêëèäîâîé ñóììå.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îñíîâàíî íà

ïðåäñòàâëåíèè a⊕ b â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.



Ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû

Ïóñòü a è b - íåíóëåâûå âåêòîðû èç Bp. Ïóñòü P - äâóìåðíàÿ

ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò è âåêòîðû a è b.

Òîãäà ãåîäåçè÷åñêàÿ {expa(t⊗ b) : t ∈ R} ëåæèò â P.
Ââåäåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (r, φ) â P: ðàäèóñ r - ýòî
åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå äî íà÷àëà êîîðäèíàò, è φ - ýòî óãîë ñ

íàïðàâëåíèåì âåêòîðà a, èçìåðÿåìûé ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè. Òîãäà êàæäûé âåêòîð èç P èìååò ïðåäñòàâëåíèå

y =

(
r cosφ
r sinφ

)
.

Ââåäåì ôóíêöèþ m2(u) = um0(u).



Îïåðàöèè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

Òåîðåìà 15. Äëÿ ëþáûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ

a, b ∈ Bp èìååì

a⊕ b = r cosφ
a

∥a∥
+ r sinφ

b⊥
∥b⊥∥

, (7)

ãäå b⊥ = b− a⊤b
∥a∥2 a, ÷èñëà r, φ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

∫ r

∥a∥

√
m2(s2)

m2(s2)−m2(∥a∥2) sin2 α
√
m1(s2)ds =

∫ ∥b∥

0

√
m1(s2)ds,

(8)

φ =

∫ r

∥a∥

√
m2(∥a∥2)

√
m1(s2) sinα√

m2(s2)[m2(s2)−m2(∥a∥2) sin2 α]
ds, (9)

è α - óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a è b.



Ïàðàìåòðè÷åñêîå ìíîæåñòâî èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé

Óðàâíåíèÿ (??), (??), îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü,

åñëè îïåðàöèÿ èçîìîðôíà ñóììå Ýéíøòåéíà, òî åñòü, êîãäà

ôóíêöèè m0, m1 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

m1(u) =
[(um0(u))

′]2

m0(u)(1+ Cm0(u))
,

ãäå C - ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.



Óñëîâèå òåîðåìû

Òåîðåìà 16. Ïóñòü ⊕ - áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ â Bp ñ

ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì, îïðåäåëåííûì ôóíêöèÿìè m0, m1, è

èçîìîðôíàÿ ñóììå Ýéíøòåéíà ñ êîíñòàíòîé C. Äëÿ ëþáûõ

ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ u, v ∈ Bq îïðåäåëèì

a = ∥u∥, b = ∥v∥, δ =

√
1−

(
a⊤b

∥a∥ ∥b∥

)2

,

b⊥ = b− a⊤b

∥a∥2
a, r = ∥a⊕ b∥, m2(u) = um0(u),

mr = m2(r
2), ma = m2(a

2), mb = m2(b
2).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ òàêîé óãîë, ÷òî

a⊕ b = r cosφ
a

∥a∥
+ r sinφ

b⊥
∥b⊥∥

.



Çàêëþ÷åíèå òåîðåìû

Òîãäà

mr = ma +mb + Cmamb(2− δ2)+

+2
√
(1− δ2)mamb(Cma + 1)(Cmb + 1),

φ = atan

[√
Cmr +

√
(mr −maδ2)(Cmr + 1)√

maδ2

]
−

−atan

[√
Cma +

√
(ma −maδ2)(Cma + 1)√

maδ2

]
.



Ñâîéñòâî LCL

Âñå îïåðàöèè, îáðàçóþùèå gyrogroups, îáëàäàþò ñâîéñòâîì

LCL (Left Cancellation Law):

⊖a⊕ (a⊕ b) = b ∀a, b ∈ Bp.

Òåîðåìà 17. Ïóñòü ôóíêöèè m0, m1 àíàëèòè÷íû â [0, ϵ],
ϵ > 0. Òîãäà îïåðàöèÿ ⊕ èçîìîðôíà ñóììå Ýéíøòåéíà òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì LCL.

Ñëåäñòâèå. Âñå ãëàäêèå èíâàðèàíòíûå gyrogroups â øàðå Bp

îáëàäàþò ñâîéñòâîì Gyrocommutative Law:

a⊕ b = gyr[a, b](b⊕ a).

Âñå ãëàäêèå èíâàðèàíòíûå gyrogroups â øàðå èçîìîðôíû

ñóììå Ýéíøòåéíà.

Äëÿ äèñêðåòíûõ gyrogroups ïåðâîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî.



Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ãåîäåçè÷åñêèõ

Ïóñòü ⊕ - ãëàäêàÿ èíâàðèàíòíàÿ áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ â Bp.

Ëþáàÿ (íåâûðîæäåííàÿ) ãåîäåçè÷åñêàÿ èìååò âèä

S(a, b) = {a⊕ (t⊗ b) : t ∈ R},

ãäå b - íåíóëåâîé âåêòîð. Ïóñòü c - íåíóëåâîé âåêòîð.

ßâëÿåòñÿ ëè ãåîäåçè÷åñêîé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ S(a, b)
âåêòîðîì c? Äðóãèìè ñëîâàìè, ÿâëÿåòñÿ ëè

c⊕ S(a, b) = {c⊕ (a⊕ (t⊗ b)) : t ∈ R}

ãåîäåçè÷åñêîé ïðè âñåõ a, b, c ∈ Bp?



Îòâåò

Òåîðåìà 18. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ãåîäåçè÷åñêîé S(a, b)
âåêòîðîì c ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé ïðè âñåõ a, b, c ∈ Bp òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàöèÿ ⊕ èçîìîðôíà ñóììå

Ýéíøòåéíà.



Ýêâèâàëåíòíûå ñâîéñòâà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ⊕ - ãëàäíàÿ èíâàðèàíòíàÿ áèíàðíàÿ

îïåðàöèÿ â øàðå Bp.

Òåîðåìà 19. Ñëåäóþøèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1. Îïåðàöèÿ ⊕ èçîìîðôíà ñóììå Ýéíøòåéíà.

2. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð îïåðàöèè ⊕ èìååò ôóíêöèè m0, m1,

óäîâëåòâîðÿþùèå ïðè íåêîòîðîì ïîëîæèòåëüíîì ÷èñëå C

òîæäåñòâó m1(u) =
[(um0(u))′]2

m0(u)(1+Cum0(u))
.

3. Ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ,

ïîðîæäåííîãî îïåðàöèåé ⊕, ïîñòîÿííà è îòðèöàòåëüíà.

4. Îïåðàöèÿ ⊕ óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó LCL: ⊖a⊕ (a⊕ b) = b

äëÿ âñåõ a, b ∈ Bp.

5. Ïðè âñåõ a, b ∈ Bp ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì gyr[a, b]:
Bp → Bp òàêîé, ÷òî a⊕ (b⊕ c) = (a⊕ b)⊕ (gyr[a, b]c).
6. Â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïîðîæäåííîì îïåðàöèåé ⊕,
êàæäûé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ êàæäîé ãåîäåçè÷åñêîé

ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé.



Ïåðñïåêòèâû

Âîçìîæíûå íàïðàâëåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

1. Èíòåãðèðîâàíèå è äèôôåðåíöèðîâàíèå â ïðîñòðàíñòâàõ,

ïîðîæäàåìûõ ãëàäêèìè áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè.

Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå è ðåøåíèå îïòèìèçàöèîííûõ

çàäà÷.

2. Ðàñïðîñòðàíåíèå òåîðèè íà áèíàðíûå îïåðàöèè íàä

ïðÿìîóãîëüíûìè ìàòðèöàìè: ïàðàìåòðèçàöèÿ ìåòðè÷åñêîãî

òåíçîðà, âûâîä óðàâíåíèé äëÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà è äëÿ

ãåîäåçè÷åñêèõ, îïðåäåëåíèå óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî, ìåòðèêè,

âûâîä ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàöèé â âèäå êîìïîçèöèè

ýêñïîíåíöèàëüíîãî, ëîãàðèôìè÷åñêîãî îòîáðàæåíèé è

ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, èñëëåäîâàíèå êðàò÷àéøèõ,

êî-êðàò÷àéøèõ, êðèâèçí, óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ îïåðàòîðîâ

gyr[a, b], ïðèìåíåíèå ê êâàíòîâîé òåîðèè.


