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Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



Ïóñòü Z ⊆ PV � íåïðèâîäèìîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå.

Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ òî÷êó x ìíîãîîáðàçèÿ Z .
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äåéñòâèå ãðóïïû C× íà PV , êîòîðîå

ñîõðàíÿåò Z , èìååò ýéëåðîâ òèï, åñëè x èçîëèðîâàííàÿ

íåïîäèâæíàÿ òî÷êà â Z è èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèå C× íà

êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TxZ ñîñòîèò èç ñêàëÿðíûõ

îïåðàòîðîâ.

Áóäåì íàçûâàòü ìíîãîîáðàçèå Z ⊆ PV
ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûì, åñëè ñóùåñòâóåò îòêðûòîå

ïîäìíîæåñòâî U ⊆ Z , ñîñòîÿùåå èç ãëàäêèõ òî÷åê, äëÿ êàæäîé

èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò äåéñòâèå C× ýéëåðîâîãî òèïà.
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Ñèñòåìà ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì

Ïóñòü Z ⊆ PV � íåâûðîæäåííîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå è

x ∈ Z � ãëàäêàÿ òî÷êà.

Âûáåðåì îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû z0, . . . , zn íà PV òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû òî÷êà x èìåëà êîîðäèíàòû [1 : 0 : . . . : 0].
Ðàññìîòðèì àôôèííóþ êàðòó U0 è ñîîòâåòñòâóþùèå

êîîðäèíàòû íà íåé yi =
zi
z0
.

Ñäåëàâ ëèíåéíóþ çàìåíó, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàñàòåëüíîå

ïðîñòðàíñòâî TxZ çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè yk+1 = . . . = yn = 0.

Òîãäà ôóíêöèè y1, . . . , yk îáðàçóþò ñèñòåìó ëîêàëüíûõ

ïàðàìåòðîâ íà ìíîãîîáðàçèè Z â òî÷êå x .

Òîãäà êàæäóþ ôóíêöèþ l ∈< 1, y1, . . . , yn > ìîæíî ðàçëîæèòü â

ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå x .
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Ñèñòåìà ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì

Ïóñòü hl(y1, . . . , yk) �ýòî ïåðâûé îäíîðîäíûé ÷ëåí â ðÿäå

Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè l .

Ïóñòü d � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà hl . Òîãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü

ïîëÿðèçàöèþ ĥl ∈ Symd(TxZ )
∗ ìíîãî÷ëåíà hl .

Òîãäà ñèñòåìîé ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì ìíîãîîáðàçèÿ Z â

òî÷êå x íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî Fx ⊆ ⊕d≥0Sym
d(TxZ )

∗,
îáðàçîâàííîå ôîðìàìè ĥl . ×åðåç F

d
x áóäåì îáîçíà÷àòü

îäíîðîäíîå ñëàãàåìîå ñòåïåíè d ïðîñòðàíñòâà Fx .

Ñäåëàâ ëèíåéíóþ çàìåíó, ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû ôîðìû

ĥ1, ĥy1 , . . . , ĥyn îáðàçîâûâàëè áàçèñ â Fx .
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Ïóñòü Z1,Z2 ⊆ PV � äâà ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿ è

x1 ∈ Z1, x2 ∈ Z2 äâå ãëàäêèå òî÷êè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

ñèñòåìû ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì Fx1 è Fx2 èçîìîðôíû, åñëè

ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé èçîìîðôèçì ϕ : Tx1Z1 → Tx2Z2 òàêîé,

÷òî èíäóöèðîâàííûé èçîìîðôèçì

⊕d≥0Sym
d(Tx1Z1)

∗ → ⊕d≥0Sym
d(Tx2Z2)

∗

ïåðåâîäèò Fx1 â Fx2 .
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Òåîðåìà

Ïóñòü Z1 è Z2 � íåâûðîæäåííûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ â

PV , è ïóñòü x1 ∈ Z1 è x2 ∈ Z2 � ãëàäêèå òî÷êè, ïðè÷åì â

òî÷êàõ x1 è x2 ñóùåñòâóþò äåéñòâèÿ C× ýéëåðîâà òèïà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìû ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì Fx1 è Fx2

èçîìîðôíû. Òîãäà ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì ϕ ∈ PGL(V ),
òàêîé ÷òî ϕ(Z1) = Z2 è ϕ(x1) = x2.

Ïóñòü Z � íåâûðîæäåííîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå â PV ,

x ∈ Z � ãëàäêàÿ òî÷êà è íà Z åñòü äåéñòâèå C× ýéëåðîâà òèïà

â òî÷êå x . Äîêàæåì, ÷òî òîãäà Z îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

ñèñåìîé ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì â òî÷êå x .

Ìîæíî âûáðàòü îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû z0, . . . , zn íà PV òàê,

÷òîáû zi áûëè îäíîðîäíûìè îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ C×, à
òî÷êà x èìåëà êîîðäèíàòû [1 : 0 : . . . : 0]. Ðàññìîòðèì
àôôèííóþ êàðòó U0 è ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû yi .
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Òåîðåìà

Ïóñòü Z1 è Z2 � íåâûðîæäåííûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ â

PV , è ïóñòü x1 ∈ Z1 è x2 ∈ Z2 � ãëàäêèå òî÷êè, ïðè÷åì â
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìû ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì Fx1 è Fx2

èçîìîðôíû. Òîãäà ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì ϕ ∈ PGL(V ),
òàêîé ÷òî ϕ(Z1) = Z2 è ϕ(x1) = x2.

Ïóñòü Z � íåâûðîæäåííîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå â PV ,

x ∈ Z � ãëàäêàÿ òî÷êà è íà Z åñòü äåéñòâèå C× ýéëåðîâà òèïà

â òî÷êå x . Äîêàæåì, ÷òî òîãäà Z îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

ñèñåìîé ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì â òî÷êå x .

Ìîæíî âûáðàòü îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû z0, . . . , zn íà PV òàê,

÷òîáû zi áûëè îäíîðîäíûìè îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ C×, à
òî÷êà x èìåëà êîîðäèíàòû [1 : 0 : . . . : 0]. Ðàññìîòðèì
àôôèííóþ êàðòó U0 è ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû yi .

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



Òåîðåìà

Ïóñòü Z1 è Z2 � íåâûðîæäåííûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ â

PV , è ïóñòü x1 ∈ Z1 è x2 ∈ Z2 � ãëàäêèå òî÷êè, ïðè÷åì â

òî÷êàõ x1 è x2 ñóùåñòâóþò äåéñòâèÿ C× ýéëåðîâà òèïà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìû ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì Fx1 è Fx2

èçîìîðôíû. Òîãäà ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì ϕ ∈ PGL(V ),
òàêîé ÷òî ϕ(Z1) = Z2 è ϕ(x1) = x2.

Ïóñòü Z � íåâûðîæäåííîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå â PV ,

x ∈ Z � ãëàäêàÿ òî÷êà è íà Z åñòü äåéñòâèå C× ýéëåðîâà òèïà

â òî÷êå x . Äîêàæåì, ÷òî òîãäà Z îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

ñèñåìîé ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì â òî÷êå x .

Ìîæíî âûáðàòü îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû z0, . . . , zn íà PV òàê,

÷òîáû zi áûëè îäíîðîäíûìè îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ C×, à
òî÷êà x èìåëà êîîðäèíàòû [1 : 0 : . . . : 0]. Ðàññìîòðèì
àôôèííóþ êàðòó U0 è ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû yi .

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



Ïóñòü y1, . . . , yk îáðàçóþò ñèñòåìó ëîêàëüíûõ ïàðàìåòðîâ íà

ìíîãîîáðàçèè Z â òî÷êå x . Òîãäà y1, . . . , yk îäíîðîäíûå

ôóíêöèè îäèíàêîâîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ C×.

Òàê êàê âñå yi îäíîðîäíûå, òî ðÿä Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè yi â
òî÷êå x áóäåò îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì hyi .

Íî òîãäà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x ìíîãîîáðàçèå Z çàäàåòñÿ

óðàâíåíèÿìè yi = hyi (y1, . . . , yk). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Z
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì Fx .

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



Ïóñòü y1, . . . , yk îáðàçóþò ñèñòåìó ëîêàëüíûõ ïàðàìåòðîâ íà

ìíîãîîáðàçèè Z â òî÷êå x . Òîãäà y1, . . . , yk îäíîðîäíûå

ôóíêöèè îäèíàêîâîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ C×.

Òàê êàê âñå yi îäíîðîäíûå, òî ðÿä Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè yi â
òî÷êå x áóäåò îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì hyi .

Íî òîãäà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x ìíîãîîáðàçèå Z çàäàåòñÿ

óðàâíåíèÿìè yi = hyi (y1, . . . , yk). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Z
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì Fx .

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



Ïóñòü y1, . . . , yk îáðàçóþò ñèñòåìó ëîêàëüíûõ ïàðàìåòðîâ íà

ìíîãîîáðàçèè Z â òî÷êå x . Òîãäà y1, . . . , yk îäíîðîäíûå

ôóíêöèè îäèíàêîâîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ C×.

Òàê êàê âñå yi îäíîðîäíûå, òî ðÿä Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè yi â
òî÷êå x áóäåò îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì hyi .

Íî òîãäà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x ìíîãîîáðàçèå Z çàäàåòñÿ

óðàâíåíèÿìè yi = hyi (y1, . . . , yk). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Z
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì Fx .

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



Òåîðåìà

Ïóñòü Z ⊆ PV � ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà

ãðóïïà ëèíåéíûõ àâòîìîðôèçìîâ Aut(Z ) ⊆ PGL(V ) äåéñòâóåò
íà Z ñ îòêðûòîé îðáèòîé.

Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà åäèíèöû Aut(Z ).

Ïóñòü Z0 ⊆ Z � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îðáèò

îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì òî÷êó x ∈ Z0, â êîòîðîé åñòü äåéñòâèå ýéëåðîâîãî

òèïà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ax ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäãðóïïó â G .

Âûáåðåì àôôèííóþ îêðåñòíîñòü U òî÷êè x è êîîðäèíàòû

y1, . . . , yn â ýòîé îêðåñòíîñòè êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé

òåîðåìû. Òîãäà â ýòîé îêðåñòíîñòè Z çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

yi = hi (y1, . . . , yk), ãäå hi � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí.

Ðàññìîòðèì òî÷êó p, ëåæàùóþ â ïåðåñå÷åíèè Z0 è U. Â
çàìûêàíèè îðáèòû Axp áóäåò ëåæàòü òî÷êà x .

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



Òåîðåìà

Ïóñòü Z ⊆ PV � ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà

ãðóïïà ëèíåéíûõ àâòîìîðôèçìîâ Aut(Z ) ⊆ PGL(V ) äåéñòâóåò
íà Z ñ îòêðûòîé îðáèòîé.

Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà åäèíèöû Aut(Z ).

Ïóñòü Z0 ⊆ Z � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îðáèò

îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì òî÷êó x ∈ Z0, â êîòîðîé åñòü äåéñòâèå ýéëåðîâîãî

òèïà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ax ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäãðóïïó â G .

Âûáåðåì àôôèííóþ îêðåñòíîñòü U òî÷êè x è êîîðäèíàòû

y1, . . . , yn â ýòîé îêðåñòíîñòè êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé

òåîðåìû. Òîãäà â ýòîé îêðåñòíîñòè Z çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

yi = hi (y1, . . . , yk), ãäå hi � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí.

Ðàññìîòðèì òî÷êó p, ëåæàùóþ â ïåðåñå÷åíèè Z0 è U. Â
çàìûêàíèè îðáèòû Axp áóäåò ëåæàòü òî÷êà x .

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



Òåîðåìà

Ïóñòü Z ⊆ PV � ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà

ãðóïïà ëèíåéíûõ àâòîìîðôèçìîâ Aut(Z ) ⊆ PGL(V ) äåéñòâóåò
íà Z ñ îòêðûòîé îðáèòîé.

Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà åäèíèöû Aut(Z ).

Ïóñòü Z0 ⊆ Z � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îðáèò

îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì òî÷êó x ∈ Z0, â êîòîðîé åñòü äåéñòâèå ýéëåðîâîãî

òèïà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ax ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäãðóïïó â G .

Âûáåðåì àôôèííóþ îêðåñòíîñòü U òî÷êè x è êîîðäèíàòû

y1, . . . , yn â ýòîé îêðåñòíîñòè êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé

òåîðåìû. Òîãäà â ýòîé îêðåñòíîñòè Z çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

yi = hi (y1, . . . , yk), ãäå hi � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí.

Ðàññìîòðèì òî÷êó p, ëåæàùóþ â ïåðåñå÷åíèè Z0 è U. Â
çàìûêàíèè îðáèòû Axp áóäåò ëåæàòü òî÷êà x .

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



Òåîðåìà

Ïóñòü Z ⊆ PV � ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà

ãðóïïà ëèíåéíûõ àâòîìîðôèçìîâ Aut(Z ) ⊆ PGL(V ) äåéñòâóåò
íà Z ñ îòêðûòîé îðáèòîé.

Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà åäèíèöû Aut(Z ).

Ïóñòü Z0 ⊆ Z � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îðáèò

îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì òî÷êó x ∈ Z0, â êîòîðîé åñòü äåéñòâèå ýéëåðîâîãî

òèïà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ax ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäãðóïïó â G .

Âûáåðåì àôôèííóþ îêðåñòíîñòü U òî÷êè x è êîîðäèíàòû

y1, . . . , yn â ýòîé îêðåñòíîñòè êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé

òåîðåìû. Òîãäà â ýòîé îêðåñòíîñòè Z çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

yi = hi (y1, . . . , yk), ãäå hi � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí.

Ðàññìîòðèì òî÷êó p, ëåæàùóþ â ïåðåñå÷åíèè Z0 è U. Â
çàìûêàíèè îðáèòû Axp áóäåò ëåæàòü òî÷êà x .

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



Òåîðåìà

Ïóñòü Z ⊆ PV � ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà

ãðóïïà ëèíåéíûõ àâòîìîðôèçìîâ Aut(Z ) ⊆ PGL(V ) äåéñòâóåò
íà Z ñ îòêðûòîé îðáèòîé.

Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà åäèíèöû Aut(Z ).

Ïóñòü Z0 ⊆ Z � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îðáèò

îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì òî÷êó x ∈ Z0, â êîòîðîé åñòü äåéñòâèå ýéëåðîâîãî

òèïà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ax ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäãðóïïó â G .

Âûáåðåì àôôèííóþ îêðåñòíîñòü U òî÷êè x è êîîðäèíàòû

y1, . . . , yn â ýòîé îêðåñòíîñòè êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé

òåîðåìû. Òîãäà â ýòîé îêðåñòíîñòè Z çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

yi = hi (y1, . . . , yk), ãäå hi � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí.

Ðàññìîòðèì òî÷êó p, ëåæàùóþ â ïåðåñå÷åíèè Z0 è U. Â
çàìûêàíèè îðáèòû Axp áóäåò ëåæàòü òî÷êà x .

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



Òåîðåìà

Ïóñòü Z ⊆ PV � ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà

ãðóïïà ëèíåéíûõ àâòîìîðôèçìîâ Aut(Z ) ⊆ PGL(V ) äåéñòâóåò
íà Z ñ îòêðûòîé îðáèòîé.

Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà åäèíèöû Aut(Z ).

Ïóñòü Z0 ⊆ Z � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îðáèò

îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì òî÷êó x ∈ Z0, â êîòîðîé åñòü äåéñòâèå ýéëåðîâîãî

òèïà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ax ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäãðóïïó â G .

Âûáåðåì àôôèííóþ îêðåñòíîñòü U òî÷êè x è êîîðäèíàòû

y1, . . . , yn â ýòîé îêðåñòíîñòè êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé

òåîðåìû. Òîãäà â ýòîé îêðåñòíîñòè Z çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

yi = hi (y1, . . . , yk), ãäå hi � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí.

Ðàññìîòðèì òî÷êó p, ëåæàùóþ â ïåðåñå÷åíèè Z0 è U. Â
çàìûêàíèè îðáèòû Axp áóäåò ëåæàòü òî÷êà x .

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



Íî îðáèòû òî÷åê èç Z0 çàìêíóòû â Z0, ïîýòîìó ïîëó÷àåì, ÷òî

p è x ëåæàò â îäíîé îðáèòå ãðóïïû G .

Íî òîãäà âñå òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ Z , ëåæàùèå â ïåðåñå÷åíèè U
è Z0, áóäóò ëåæàòü â îäíîé îðáèòå ãðóïïû G .

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



Íî îðáèòû òî÷åê èç Z0 çàìêíóòû â Z0, ïîýòîìó ïîëó÷àåì, ÷òî

p è x ëåæàò â îäíîé îðáèòå ãðóïïû G .

Íî òîãäà âñå òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ Z , ëåæàùèå â ïåðåñå÷åíèè U
è Z0, áóäóò ëåæàòü â îäíîé îðáèòå ãðóïïû G .

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



Òàêèì îáðàçîì ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ìíîãîîáðàçèÿ

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì â

òî÷êàõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Ïóñòü W � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Êàêèå ïîäïðîñòðàíñòâà â

⊕d≥0Sym
dW ∗ ìîãóò ÿâëÿòüñÿ ñèñòåìîé ôóíäàìåíòàëüíûõ

ôîðì äëÿ íåêîòîðîãî ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íîãî ìíîãîîáðàçèÿ?

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà w ∈W ðàññìîòðèì ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå iw : Symk+1W ∗ → SymkW ∗, êîòîðîå îòïðàâëÿåò
ϕ ∈ Symk+1W ∗ â iwϕ ∈ SymkW ∗, îïðåäåëÿåìîå óðàâíåíèåì

iwϕ(w1, . . . ,wk) = ϕ(w ,w1, . . . ,wk).

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



Òàêèì îáðàçîì ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ìíîãîîáðàçèÿ

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì â

òî÷êàõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Ïóñòü W � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Êàêèå ïîäïðîñòðàíñòâà â

⊕d≥0Sym
dW ∗ ìîãóò ÿâëÿòüñÿ ñèñòåìîé ôóíäàìåíòàëüíûõ

ôîðì äëÿ íåêîòîðîãî ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íîãî ìíîãîîáðàçèÿ?

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà w ∈W ðàññìîòðèì ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå iw : Symk+1W ∗ → SymkW ∗, êîòîðîå îòïðàâëÿåò
ϕ ∈ Symk+1W ∗ â iwϕ ∈ SymkW ∗, îïðåäåëÿåìîå óðàâíåíèåì

iwϕ(w1, . . . ,wk) = ϕ(w ,w1, . . . ,wk).

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



Òàêèì îáðàçîì ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ìíîãîîáðàçèÿ

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì â

òî÷êàõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Ïóñòü W � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Êàêèå ïîäïðîñòðàíñòâà â

⊕d≥0Sym
dW ∗ ìîãóò ÿâëÿòüñÿ ñèñòåìîé ôóíäàìåíòàëüíûõ

ôîðì äëÿ íåêîòîðîãî ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íîãî ìíîãîîáðàçèÿ?

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà w ∈W ðàññìîòðèì ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå iw : Symk+1W ∗ → SymkW ∗, êîòîðîå îòïðàâëÿåò
ϕ ∈ Symk+1W ∗ â iwϕ ∈ SymkW ∗, îïðåäåëÿåìîå óðàâíåíèåì

iwϕ(w1, . . . ,wk) = ϕ(w ,w1, . . . ,wk).

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



Ïóñòü r � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïîäïðîñòðàíñòâî

F = ⊕kF
k ⊆ ⊕kSym

kW ∗

íàçûâàåòñÿ ñèìâîëüíîé ñèñòåìîé ðàíãà r , åñëè
F 0 = C,F 1 = W ∗,F r 6= 0 è F r+i = 0 äëÿ âñåõ i ≥ 1, à òàêæå

iw (F) ⊆ F,

äëÿ ëþáîãî w ∈W .

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



Òåîðåìà (�Elie Cartan)

Ïóñòü Z ⊆ PV � íåâûðîæäåííîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå.

Òîãäà äëÿ òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ x ∈ Z ñèñòåìà

ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì Fx â òî÷êå x ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëüíîé

ñèñòåìîé ðàíãà r , äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî r .

Îêàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ñèìâîëüíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé

ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì äëÿ òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ

íåêîòîðîãî ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Äëÿ íàòóðàëüíîãî k è w ∈W ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ

ikw = iw ◦ . . . ◦ iw︸ ︷︷ ︸
k

. Îòîáðàæåíèå ikw ïåðåâîäèò ýëåìåíòû èç F k â

÷èñëà. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ikw êàê ýëåìåíò

ïðîñòðàíñòâà (F k)∗.

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



Òåîðåìà (�Elie Cartan)

Ïóñòü Z ⊆ PV � íåâûðîæäåííîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå.

Òîãäà äëÿ òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ x ∈ Z ñèñòåìà

ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì Fx â òî÷êå x ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëüíîé

ñèñòåìîé ðàíãà r , äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî r .

Îêàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ñèìâîëüíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé

ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì äëÿ òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ

íåêîòîðîãî ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Äëÿ íàòóðàëüíîãî k è w ∈W ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ

ikw = iw ◦ . . . ◦ iw︸ ︷︷ ︸
k

. Îòîáðàæåíèå ikw ïåðåâîäèò ýëåìåíòû èç F k â

÷èñëà. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ikw êàê ýëåìåíò

ïðîñòðàíñòâà (F k)∗.

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



Òåîðåìà (�Elie Cartan)

Ïóñòü Z ⊆ PV � íåâûðîæäåííîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå.

Òîãäà äëÿ òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ x ∈ Z ñèñòåìà

ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì Fx â òî÷êå x ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëüíîé

ñèñòåìîé ðàíãà r , äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî r .

Îêàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ñèìâîëüíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé

ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì äëÿ òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ

íåêîòîðîãî ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Äëÿ íàòóðàëüíîãî k è w ∈W ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ

ikw = iw ◦ . . . ◦ iw︸ ︷︷ ︸
k

.

Îòîáðàæåíèå ikw ïåðåâîäèò ýëåìåíòû èç F k â

÷èñëà. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ikw êàê ýëåìåíò

ïðîñòðàíñòâà (F k)∗.

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



Òåîðåìà (�Elie Cartan)

Ïóñòü Z ⊆ PV � íåâûðîæäåííîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå.

Òîãäà äëÿ òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ x ∈ Z ñèñòåìà

ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì Fx â òî÷êå x ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëüíîé

ñèñòåìîé ðàíãà r , äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî r .

Îêàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ñèìâîëüíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé

ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì äëÿ òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ

íåêîòîðîãî ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Äëÿ íàòóðàëüíîãî k è w ∈W ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ

ikw = iw ◦ . . . ◦ iw︸ ︷︷ ︸
k

. Îòîáðàæåíèå ikw ïåðåâîäèò ýëåìåíòû èç F k â

÷èñëà. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ikw êàê ýëåìåíò

ïðîñòðàíñòâà (F k)∗.

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



Äëÿ ñèìâîëüíîé ñèñòåìû F ðàíãà r ðàññìîòðèì ðàöèîíàëüíîå

îòîáðàæåíèå

φF : P(C⊕W ) 99K P(C⊕W ⊕ (F 2)∗ ⊕ . . .⊕ (F r )∗),

ïðè êîòîðîì

[t : w ]→ [tr : tr−1iw : tr−2i2w : . . . ti r−1

w : i rw ].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç VF ïðîñòðàíñòâî C⊕W ⊕ (F 2)∗ ⊕ . . .⊕ (F r )∗,
à ÷åðåç M(F) ⊆ PVF çàìûêàíèå îáðàçà îòîáðàæåíèÿ φF.

Çàìåòèì, ÷òî íà P(C⊕W ) äåéñòâóåò âåêòîðíàÿ ãðóïïà W . Ýòî

àääèòèâíîå äåéñòâèå, íîðìàëèçóåìîå ìàêñèìàëüíûì òîðîì.

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



Äëÿ ñèìâîëüíîé ñèñòåìû F ðàíãà r ðàññìîòðèì ðàöèîíàëüíîå

îòîáðàæåíèå

φF : P(C⊕W ) 99K P(C⊕W ⊕ (F 2)∗ ⊕ . . .⊕ (F r )∗),

ïðè êîòîðîì

[t : w ]→ [tr : tr−1iw : tr−2i2w : . . . ti r−1

w : i rw ].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç VF ïðîñòðàíñòâî C⊕W ⊕ (F 2)∗ ⊕ . . .⊕ (F r )∗,
à ÷åðåç M(F) ⊆ PVF çàìûêàíèå îáðàçà îòîáðàæåíèÿ φF.

Çàìåòèì, ÷òî íà P(C⊕W ) äåéñòâóåò âåêòîðíàÿ ãðóïïà W . Ýòî

àääèòèâíîå äåéñòâèå, íîðìàëèçóåìîå ìàêñèìàëüíûì òîðîì.

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



Òåîðåìà

Ïóñòü F � ñèìâîëüíàÿ ñèñòåìà. Ðàññìîòðèì òî÷êó

o = [1 : 0 : . . . : 0] ∈ M(F). Òîãäà

1 Ñêàëÿðíîå äåéñòâèå C× íà W èíäóöèðóåò äåéñòâèå C× íà

M(F) ýéëåðîâà òèïà â òî÷êå o;

2 Äåéñòâèå W íà P(C⊕W ) ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî íà PVF;
3 Ìíîãîîáðàçèå M(F) ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íîå;

4 Ñèñòåìà ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì M(F) â o èçîìîðôíà F.

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



1) Ðàññìîòðèì äåéñòâèå C× íà P(C⊕W ) ïî ïðàâèëó

λ ◦ [t : w ] = [t : λw ]

è ðàññìîòðèì äåéñòâèå C× íà PVF ïî ïðàâèëó

λ ◦ [t : w : f 2 : . . . : f r ] = [t : λw : λ2f 2 : . . . : λr f r ].

Òîãäà φF(λ ◦ [t : w ]) = λ ◦ φF([t : w ]). Ïîýòîìó M(F)
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ýòîãî äåéñòâèÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

ýòî äåéñòâèå ýéëåðîâà òèïà â òî÷êå o.

2) Ìîæíî ÿâíî ïðåäúÿâèòü äåéñòâèå W íà PVF.
3) Òàê êàê o ëåæèò â îòêðûòîé îðáèòå îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ

W , òî â ëþáîé òî÷êå ýòîé îðáèòû åñòü äåéñòâèå ýéëåðîâà òèïà.

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



1) Ðàññìîòðèì äåéñòâèå C× íà P(C⊕W ) ïî ïðàâèëó

λ ◦ [t : w ] = [t : λw ]

è ðàññìîòðèì äåéñòâèå C× íà PVF ïî ïðàâèëó

λ ◦ [t : w : f 2 : . . . : f r ] = [t : λw : λ2f 2 : . . . : λr f r ].

Òîãäà φF(λ ◦ [t : w ]) = λ ◦ φF([t : w ]). Ïîýòîìó M(F)
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ýòîãî äåéñòâèÿ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

ýòî äåéñòâèå ýéëåðîâà òèïà â òî÷êå o.

2) Ìîæíî ÿâíî ïðåäúÿâèòü äåéñòâèå W íà PVF.
3) Òàê êàê o ëåæèò â îòêðûòîé îðáèòå îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ

W , òî â ëþáîé òî÷êå ýòîé îðáèòû åñòü äåéñòâèå ýéëåðîâà òèïà.

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



1) Ðàññìîòðèì äåéñòâèå C× íà P(C⊕W ) ïî ïðàâèëó

λ ◦ [t : w ] = [t : λw ]

è ðàññìîòðèì äåéñòâèå C× íà PVF ïî ïðàâèëó

λ ◦ [t : w : f 2 : . . . : f r ] = [t : λw : λ2f 2 : . . . : λr f r ].

Òîãäà φF(λ ◦ [t : w ]) = λ ◦ φF([t : w ]). Ïîýòîìó M(F)
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ýòîãî äåéñòâèÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

ýòî äåéñòâèå ýéëåðîâà òèïà â òî÷êå o.

2) Ìîæíî ÿâíî ïðåäúÿâèòü äåéñòâèå W íà PVF.
3) Òàê êàê o ëåæèò â îòêðûòîé îðáèòå îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ

W , òî â ëþáîé òî÷êå ýòîé îðáèòû åñòü äåéñòâèå ýéëåðîâà òèïà.

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



1) Ðàññìîòðèì äåéñòâèå C× íà P(C⊕W ) ïî ïðàâèëó

λ ◦ [t : w ] = [t : λw ]

è ðàññìîòðèì äåéñòâèå C× íà PVF ïî ïðàâèëó

λ ◦ [t : w : f 2 : . . . : f r ] = [t : λw : λ2f 2 : . . . : λr f r ].

Òîãäà φF(λ ◦ [t : w ]) = λ ◦ φF([t : w ]). Ïîýòîìó M(F)
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ýòîãî äåéñòâèÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

ýòî äåéñòâèå ýéëåðîâà òèïà â òî÷êå o.

2) Ìîæíî ÿâíî ïðåäúÿâèòü äåéñòâèå W íà PVF.

3) Òàê êàê o ëåæèò â îòêðûòîé îðáèòå îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ

W , òî â ëþáîé òî÷êå ýòîé îðáèòû åñòü äåéñòâèå ýéëåðîâà òèïà.

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



1) Ðàññìîòðèì äåéñòâèå C× íà P(C⊕W ) ïî ïðàâèëó

λ ◦ [t : w ] = [t : λw ]

è ðàññìîòðèì äåéñòâèå C× íà PVF ïî ïðàâèëó

λ ◦ [t : w : f 2 : . . . : f r ] = [t : λw : λ2f 2 : . . . : λr f r ].

Òîãäà φF(λ ◦ [t : w ]) = λ ◦ φF([t : w ]). Ïîýòîìó M(F)
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ýòîãî äåéñòâèÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

ýòî äåéñòâèå ýéëåðîâà òèïà â òî÷êå o.

2) Ìîæíî ÿâíî ïðåäúÿâèòü äåéñòâèå W íà PVF.
3) Òàê êàê o ëåæèò â îòêðûòîé îðáèòå îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ

W , òî â ëþáîé òî÷êå ýòîé îðáèòû åñòü äåéñòâèå ýéëåðîâà òèïà.

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



4) Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè o ìíîãîîáðàçèå

M(F) ñîâïàäàåò ñ ãðàôèêîì îòîáðàæåíèÿ w → (i2w , i
3
w , . . . , i

r
w ).

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



4) Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè o ìíîãîîáðàçèå

M(F) ñîâïàäàåò ñ ãðàôèêîì îòîáðàæåíèÿ w → (i2w , i
3
w , . . . , i

r
w ).

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ



Òàêèì îáðàçîì ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó êëàññàìè

èçîìîðôíûõ ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûõ ìíîãîîáðàçèé è êëàññàìè

èçîìîðôíû ñèìâîëüíûõ ñèñòåì.

Àíòîí Øàôàðåâè÷ Ýéëåðîâî-ñèììåòðè÷íûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ


