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В прошлой лекции...

Определение. Состояние 𝜌 называется гауссовским, если его
характеристическая функция 𝜒𝑊 (z) ≡ tr(𝜌 𝑒𝑖z

𝑇 a) представима
в виде экспоненты от квадратичных и линейных форм по z.

z ≡ (𝑧1, · · · , 𝑧𝑛, 𝑧1, · · · , 𝑧𝑛)𝑇

Матрицы плотности могут быть однозначно охарактеризованы
посредством характеристических функций.

𝜒𝑊 (z) ≡ tr(𝜌 𝑒𝑖z
𝑇 a) = 𝑒−

1
2
z𝑇𝐶z+𝑖z𝑇𝑚,

𝜒𝑁 (z) ≡ tr(𝜌 𝑒𝑖z
𝑇 𝐼+𝐸𝐽

2
a𝑒𝑖z

𝑇 𝐼−𝐸𝐽
2

a) = 𝑒−
1
2
z𝑇 (𝐶+ 1

2
𝐸)z+𝑖z𝑇𝑚,

𝜒𝐴(z) ≡ tr(𝜌 𝑒𝑖z
𝑇 𝐼−𝐸𝐽

2
a𝑒𝑖z

𝑇 𝐼+𝐸𝐽
2

a) = 𝑒−
1
2
z𝑇 (𝐶− 1

2
𝐸)z+𝑖z𝑇𝑚.
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Гауссовские состояния

Смешанные состояния:

𝜌 = 𝑒
1
2
a𝑇𝐾a+𝑔𝑇 a+𝑠,

𝐾 = 𝐾𝑇 = 𝐾̃, 𝐾𝐸 < 0, 𝑔 = 𝑔, 𝑒𝑠 =
√︁
| det (𝑒𝐾𝐽 − 𝐼) | 𝑒

1
2
𝑔𝑇 1

𝐾
𝑔

Утверждение.

𝑚 = −𝐾−1𝑔, 𝐷 = 𝐽
𝑒𝐾𝐽

𝐼 − 𝑒𝐾𝐽
, 𝐶 = −𝐽

2
cth

𝐾𝐽

2
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Прямая подстановка

Утверждение. 𝜌𝑡 = 𝑒
1
2
a𝑇𝐾𝑡a+𝑔𝑇𝑡 a+𝑠𝑡 удовлетворяет

𝜌̇𝑡 = ℒ𝐻𝑡,Γ𝑡,𝑓𝑡(𝜌𝑡), 𝜌𝑡|𝑡=𝑡0 = 𝑒
1
2
a𝑇𝐾0a+𝑔𝑇0 a+𝑠0 ,

𝐾0 = 𝐾𝑇
0 = 𝐾̃0,𝐾0𝐸 < 0, 𝑔0 = 𝑔0,

если матрица 𝐾𝑡 определяется (однозначно при условии
𝐾𝑡 = 𝐾𝑇

𝑡 = 𝐾̃𝑡) из уравнения 𝐷𝑡(𝑒
−𝐾𝑡𝐽 − 𝐼) = 𝐽 , а матрица 𝐷𝑡

в свою очередь удовлетворяет линейному матричному
уравнению

𝑑

𝑑𝑡
𝐷𝑡 =𝐽

(︂
𝑖𝐻𝑡 +

1

2
(Γ𝑇

𝑡 − Γ𝑡)

)︂
𝐷𝑡+

+𝐷𝑡

(︂
−𝑖𝐻𝑡 +

1

2
(Γ𝑇

𝑡 − Γ𝑡)

)︂
𝐽 + 𝐽Γ𝑇

𝑡 𝐽,
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Прямая подстановка

𝑔𝑡 определяется из линейного дифференциального уравнения

𝑑

𝑑𝑡

(︂
1

𝐾𝑡𝐽
𝑔𝑡

)︂
=

(︂
𝑖𝐻𝑡 +

1

2
(Γ𝑇

𝑡 − Γ𝑡)

)︂
𝐽

1

𝐾𝑡𝐽
𝑔𝑡 − 𝑖𝑓𝑡,

а эволюция скалярного коэффициента 𝑠𝑡 определяется
формулой

𝑠𝑡 = 𝑠0 +
1

2
𝑔𝑇𝑡 𝐽

1

𝐾𝑡𝐽
𝑔𝑡 −

1

2
𝑔𝑇0 𝐽

1

𝐾0𝐽
𝑔0 − ln

√︀
| det(𝑒𝐾0𝐽 − 𝐼)|√︀
| det(𝑒𝐾𝑡𝐽 − 𝐼)|

,
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Прямая подстановка

Идея доказательства.

𝜌̇𝑡𝜌
−1
𝑡 =a𝑇

(︂
−𝑖𝐻𝑡 −

1

2
Γ𝑇

)︂
a− 𝑖a𝑇 𝑓𝑡+

+ 𝜌𝑡

(︂
a𝑇
(︂
𝑖𝐻𝑡 −

1

2
Γ𝑇
𝑡

)︂
a+ 𝑖a𝑇 𝑓𝑡

)︂
𝜌−1
𝑡 + a𝑇Γ𝑡𝜌𝑡a𝜌

−1
𝑡 .

Симметризуем квадратичные формы. Подставляем
𝜌𝑡 = 𝑒

1
2
a𝑇𝐾𝑡a+𝑔𝑇𝑡 a+𝑠𝑡 . Приравнивая отдельно квадратичные,

линейные формы и скаляры.
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Уравнения для нормального символа

Утверждение. Пусть 𝜌(z) — нормальный символ 𝜌, тогда:

(a𝜌)(z) =

(︂
z+

𝐸 − 𝐽

2

𝜕

𝜕z

)︂
𝜌(z),

(𝜌a)(z) =

(︂
z+

𝐸 + 𝐽

2

𝜕

𝜕z

)︂
𝜌(z).
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Уравнения для нормального символа

Утверждение. Нормальный символ 𝜌𝑡(z) удовлетворяет
уравнению

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑡(z) =

1

2

(︂
𝜕

𝜕z

)︂𝑇

𝑄𝑡
𝜕

𝜕z
𝜌𝑡(z)− z𝑇𝐵𝑇

𝑡

𝜕

𝜕z
𝜌𝑡(z)+

+𝑖𝑓𝑇
𝑡 𝐽

𝜕

𝜕z
𝜌𝑡(z)− (Tr𝐵𝑡) 𝜌𝑡(z),

где

𝑄𝑡 = 𝐽
Γ𝑡 + Γ𝑇

𝑡

2
𝐽−𝐸

2

(︂
−𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
𝐽−𝐽

(︂
𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
𝐸

2
,

𝐵𝑇
𝑡 =

(︂
−𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
𝐽.
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Уравнения для нормального символа

Утверждение. Если в начальный момент нормальный символ
равен 𝜌0(z) = 𝑒

1
2
z𝑇𝑅0z+z𝑇 𝑞0+𝑟0 , то решение уравнения для

нормального символа имеет вид 𝜌𝑡(z) = 𝑒
1
2
z𝑇𝑅𝑡z+z𝑇 𝑞𝑡+𝑟𝑡 , где

коэффициенты 𝑅𝑡, 𝑞𝑡, 𝑟𝑡 удовлетворяют системе уравнений:

𝑅̇𝑡 = −𝐵𝑇
𝑡 𝑅𝑡 −𝑅𝑡𝐵𝑡 +𝑅𝑡𝑄𝑡𝑅𝑡,

𝑞𝑡 = (𝑅𝑡𝑄𝑡 −𝐵𝑇 )𝑞𝑡 − 𝑖𝑅𝑡𝐽𝑓𝑡,

𝑟̇𝑡 =
1

2
Tr(𝑄𝑡𝑅𝑡)− Tr𝐵𝑡 +

1

2
𝑞𝑇𝑡 𝑄𝑡𝑞𝑡 + 𝑖𝑓𝑇

𝑡 𝐽𝑞𝑡.

Замечание. Подстановка 𝐶𝑡 = −𝐸/2−𝑅−1
𝑡 , 𝑚𝑡 = −𝑅−1

𝑡 𝑞𝑡
сводит первую пару уравнений к уравнениям для матрицы
ковариаций и первых моментов.
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Уравнения для нормального символа
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Решение уравнений для средних и матриц ковариаций

Пусть |𝑉 ⟩⟩ — элементы матрицы 𝑉 , построчно выстроенные в
один вектор, тогда

𝑑

𝑑𝑡
|𝐶𝑡⟩⟩ = (𝐵𝑡 ⊗ 𝐼 + 𝐼 ⊗𝐵𝑡)|𝐶𝑡⟩⟩+

⃒⃒⃒⃒
𝐽
Γ𝑡 + Γ𝑇

𝑡

2
𝐽

⟩⟩
,

𝑑

𝑑𝑡
|𝐷𝑡⟩⟩ = (𝐵𝑡 ⊗ 𝐼 + 𝐼 ⊗𝐵𝑡)|𝐷𝑡⟩⟩+

⃒⃒
𝐽Γ𝑇

𝑡 𝐽
⟩︀⟩︀

.

где 𝐵𝑡 = 𝐽
(︁
𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 −Γ𝑡

2

)︁
.
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Решение уравнений для средних и матриц ковариаций

Утверждение. Пусть 𝐺𝑡 — решение задачи Коши

𝐺̇𝑡 = 𝐽

(︂
𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
𝐺𝑡, 𝐺0 = 𝐼.

Тогда:

𝑚𝑡 = 𝐺𝑡𝑚0 + 𝑖

∫︁ 𝑡

0
𝐺𝑡𝐺

−1
𝑡′ 𝐽𝑓𝑡′𝑑𝑡

′,

𝐷𝑡 = 𝐺𝑡𝐷0𝐺
𝑇
𝑡 +

∫︁ 𝑡

0
𝐺𝑡𝐺

−1
𝑡′ 𝐽Γ𝑇

𝑡′𝐽(𝐺𝑡𝐺
−1
𝑡′ )𝑇𝑑𝑡′,

𝐶𝑡 = 𝐺𝑡𝐶0𝐺
𝑇
𝑡 +

∫︁ 𝑡

0
𝐺𝑡𝐺

−1
𝑡′ 𝐽

Γ𝑡′ + Γ𝑇
𝑡′

2
𝐽(𝐺𝑡𝐺

−1
𝑡′ )𝑇𝑑𝑡′.
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Решение уравнений для средних и матриц ковариаций
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∫︁ 𝑡

0
𝐺𝑡𝐺

−1
𝑡′ 𝐽

Γ𝑡′ + Γ𝑇
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𝑡′ )𝑇𝑑𝑡′.
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Решение уравнений для средних и матриц ковариаций

Утверждение. Эволюция среднего определяется формулой

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝑚𝑡

1

)︂
=

(︃
𝐽
(︁
𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 −Γ𝑡

2

)︁
𝑖𝐽𝑓𝑡

0𝑇 0

)︃(︂
𝑚𝑡

1

)︂
.

Матрица 𝐷𝑡 может быть определена по формуле 𝐷𝑡 = 𝑋𝑡𝑌
−1
𝑡 ,

где матрицы 𝑋𝑡 и 𝑌𝑡 могут быть получены из следующего
матричного дифференциального уравнения

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝑋𝑡

𝑌𝑡

)︂
=

⎛⎝ 𝐽
(︁
𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 −Γ𝑡

2

)︁
𝐽Γ𝑇

𝑡 𝐽

0
(︁
𝑖𝐻𝑡 − Γ𝑇

𝑡 −Γ𝑡

2

)︁
𝐽

⎞⎠(︂ 𝑋𝑡

𝑌𝑡

)︂

c произвольным начальным условием, таким, что 𝑋0𝑌
−1
0 = 𝐷0.

В частности, можно положить 𝑋0 = 𝐷0, 𝑌0 = 𝐼.
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Решение уравнений для средних и матриц ковариаций

Замечание. В общем случае решения матричного уравениня
Риккати

𝑑

𝑑𝑡
𝑍(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑍(𝑡) +𝐵(𝑡)− 𝑍(𝑡)𝐶(𝑡)𝑍(𝑡)− 𝑍(𝑡)𝐷(𝑡)

связано с решением системы

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝑋(𝑡)
𝑌 (𝑡)

)︂
=

(︂
𝐴(𝑡) 𝐵(𝑡)
𝐶(𝑡) 𝐷(𝑡)

)︂(︂
𝑋(𝑡)
𝑌 (𝑡)

)︂
равенством 𝑋(𝑡) = 𝑍(𝑡)𝑌 (𝑡).
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Решение уравнений для средних и матриц ковариаций

Утверждение. Пусть 𝑚𝑠𝑡 и 𝐶𝑠𝑡 — решения уравнений

𝐽

(︂
𝑖𝐻 +

Γ𝑇 − Γ

2

)︂
𝐶𝑠𝑡 + 𝐶𝑠𝑡

(︂
−𝑖𝐻 +

Γ𝑇 − Γ

2

)︂
𝐽 + 𝐽

Γ + Γ𝑇

2
𝐽 = 0,

𝐽

(︂
𝑖𝐻 +

Γ𝑇 − Γ

2

)︂
𝑚𝑠𝑡 + 𝑖𝐽𝑓 = 0,

такие, что 𝐶𝑠𝑡 = (𝐶𝑠𝑡)𝑇 = 𝐶𝑠𝑡 и 𝑚𝑠𝑡 = 𝑚̃𝑠𝑡, тогда

𝑚𝑡 = 𝑒
𝐽
(︁
𝑖𝐻+Γ𝑇−Γ

2

)︁
𝑡 (︀
𝑚0 −𝑚𝑠𝑡

)︀
+𝑚𝑠𝑡,

𝐶𝑡 = 𝑒
𝐽
(︁
𝑖𝐻+Γ𝑇−Γ

2

)︁
𝑡
(𝐶0 − 𝐶𝑠𝑡)𝑒

(︁
−𝑖𝐻+Γ𝑇−Γ

2

)︁
𝐽𝑡

+ 𝐶𝑠𝑡.
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Пример. Затухающий одномерный осциллятор

𝐻 =

(︂
0 𝜔0

𝜔0 0

)︂
, Γ =

(︂
0 𝛾1
𝛾2 0

)︂
, 𝜔0, 𝛾1,2 ∈ R

Явно выпишем генератор

ℒ(𝜌) = −𝑖
[︁
𝜔0𝑎

†𝑎, 𝜌
]︁
+ 𝛾1

(︂
𝑎𝜌𝑎† − 1

2
𝑎†𝑎𝜌− 1

2
𝜌𝑎†𝑎

)︂
+

+ 𝛾2

(︂
𝑎†𝜌𝑎− 1

2
𝑎𝑎†𝜌− 1

2
𝜌𝑎𝑎†

)︂
В первую очередь будем иметь ввиду

𝛾1 = 𝛾0(𝑁 + 1), 𝛾2 = 𝛾0𝑁, 𝑁 =
1

𝑒𝛽𝜔0 − 1
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Пример. Затухающий одномерный осциллятор
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𝑎†𝑎𝜌− 1

2
𝜌𝑎†𝑎

)︂
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+ 𝛾2

(︂
𝑎†𝜌𝑎− 1
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𝑎𝑎†𝜌− 1
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𝜌𝑎𝑎†
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В первую очередь будем иметь ввиду
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1

𝑒𝛽𝜔0 − 1
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Пример. Затухающий одномерный осциллятор

Вычислим

𝐽Γ𝑇𝐽 =

(︂
0 𝛾2
𝛾1 0

)︂
,

𝐽
(︁
𝑖𝐻 + Γ𝑇−Γ

2

)︁
=

(︂
−𝛾1−𝛾2

2 − 𝑖𝜔0 0

0 −𝛾1−𝛾2
2 + 𝑖𝜔0

)︂
.

𝐺𝑡 =

⎛⎝𝑒
−
(︁𝛾1−𝛾2

2 +𝑖𝜔0

)︁
𝑡

0

0 𝑒
−
(︁𝛾1−𝛾2

2 −𝑖𝜔0

)︁
𝑡

⎞⎠
(︂
⟨𝑎⟩𝑡
⟨𝑎†⟩𝑡

)︂
= 𝑚𝑡 =

⎛⎝ 𝑒
−
(︁𝛾1−𝛾2

2 +𝑖𝜔0

)︁
𝑡⟨𝑎⟩0

𝑒
−
(︁𝛾1−𝛾2

2 −𝑖𝜔0

)︁
𝑡⟨𝑎†⟩0

⎞⎠
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Пример. Затухающий одномерный осциллятор

∫︁ 𝑡

0
𝐺𝑡𝐺

−1
𝑡′ 𝐽Γ𝑇𝐽(𝐺−1

𝑡′ )𝑇𝐺𝑇
𝑡 𝑑𝑡

′ =

∫︁ 𝑡

0
𝐺𝑡−𝑡′𝐽Γ

𝑇𝐽𝐺𝑇
𝑡−𝑡′𝑑𝑡

′

𝐺𝑡𝐽Γ
𝑇
𝐽𝐺

𝑇
𝑡 =

=

⎛⎜⎜⎝𝑒
−

(︂
𝛾1−𝛾2

2
+𝑖𝜔0

)︂
𝑡

0

0 𝑒
−

(︂
𝛾1−𝛾2

2
−𝑖𝜔0

)︂
𝑡

⎞⎟⎟⎠(︂
0 𝛾2
𝛾1 0

)︂⎛⎜⎜⎝𝑒
−

(︂
𝛾1−𝛾2

2
+𝑖𝜔0

)︂
𝑡

0

0 𝑒
−

(︂
𝛾1−𝛾2

2
−𝑖𝜔0

)︂
𝑡

⎞⎟⎟⎠ =

= 𝑒
−(𝛾1−𝛾2)𝑡

(︂
0 𝛾2
𝛾1 0

)︂

∫︁ 𝑡

0
𝐺𝑡−𝑡′𝐽Γ

𝑇𝐽𝐺𝑇
𝑡−𝑡′𝑑𝑡

′ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1−𝑒−(𝛾1−𝛾2)𝑡

𝛾1−𝛾2

(︃
0 𝛾2

𝛾1 0

)︃
, 𝛾1 ̸= 𝛾2

𝑡

(︃
0 𝛾

𝛾 0

)︃
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Пример. Затухающий одномерный осциллятор

𝐺𝑡𝐷0𝐺
𝑇
𝑡 =

=

⎛⎝𝑒
−
(︁𝛾1−𝛾2

2 +𝑖𝜔0

)︁
𝑡

0

0 𝑒
−
(︁𝛾1−𝛾2

2 −𝑖𝜔0

)︁
𝑡

⎞⎠ ·

·
(︂
⟨𝑎2⟩0 ⟨𝑎𝑎†⟩0
⟨𝑎†𝑎⟩0 ⟨(𝑎†)2⟩0

)︂⎛⎝𝑒
−
(︁𝛾1−𝛾2

2 +𝑖𝜔0

)︁
𝑡

0

0 𝑒
−
(︁𝛾1−𝛾2

2 −𝑖𝜔0

)︁
𝑡

⎞⎠ =

=

⎛⎝⟨𝑎2⟩0𝑒
−2

(︁𝛾1−𝛾2
2 +𝑖𝜔0

)︁
𝑡 ⟨𝑎𝑎†⟩0𝑒−(𝛾1−𝛾2)𝑡

⟨𝑎†𝑎⟩0𝑒−(𝛾1−𝛾2)𝑡 ⟨(𝑎†)2⟩0𝑒
−2

(︁𝛾1−𝛾2
2 −𝑖𝜔0

)︁
𝑡

⎞⎠
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Пример. Затухающий одномерный осциллятор

𝛾1 ̸= 𝛾2(︂
⟨𝑎2⟩𝑡 ⟨𝑎𝑎†⟩𝑡
⟨𝑎†𝑎⟩𝑡 ⟨(𝑎†)2⟩𝑡

)︂
= 𝑒−(𝛾1−𝛾2)𝑡

(︂
⟨𝑎2⟩0𝑒−2𝑖𝜔0𝑡 ⟨𝑎𝑎†⟩0

⟨𝑎†𝑎⟩0 ⟨(𝑎†)2⟩0𝑒2𝑖𝜔0𝑡

)︂
+

+
1− 𝑒−(𝛾1−𝛾2)𝑡

𝛾1 − 𝛾2

(︂
0 𝛾2
𝛾1 0

)︂

⟨𝑎2⟩𝑡 = 𝑒
−2

(︁𝛾1−𝛾2
2 +𝑖𝜔0

)︁
𝑡⟨𝑎2⟩0, (𝑎2(𝑡) = (𝑎(𝑡))2)

⟨𝑎†𝑎⟩𝑡 = 𝑒−(𝛾1−𝛾2)𝑡⟨𝑎†𝑎⟩0 +
1− 𝑒−(𝛾1−𝛾2)𝑡

𝛾1 − 𝛾2
𝛾1
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Пример. Затухающий одномерный осциллятор

𝛾1 − 𝛾2 = 𝛾0,
𝛾1

𝛾1 − 𝛾2
= 𝑁

⟨𝑎⟩𝑡 = 𝑒
−
(︁𝛾0

2 +𝑖𝜔0

)︁
𝑡⟨𝑎⟩0

⟨𝑎2⟩𝑡 = 𝑒
−2

(︁𝛾0
2 +𝑖𝜔0

)︁
𝑡⟨𝑎2⟩0

⟨𝑎†𝑎⟩𝑡 = 𝑒−𝛾0𝑡⟨𝑎†𝑎⟩0 + (1− 𝑒−𝛾0𝑡)𝑁

То есть при 𝛾1 > 𝛾2 осциллятор приходит в равновесие со
средой. (𝛾1𝛾2 = 𝑒𝛽𝜔0)
При 𝛾1 < 𝛾2 происходит экспоненциальный рост это
соответствует отрицательной температуре, то есть
инвертированно заселённому резервуару, поэтому говорят о
некогерентной накачке.
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Пример. Затухающий одномерный осциллятор

В случае 𝛾1 = 𝛾2 = 𝛾, получим

⟨𝑎⟩𝑡 = 𝑒−𝑖𝜔0𝑡⟨𝑎⟩0
⟨𝑎2⟩𝑡 = 𝑒−2𝑖𝜔0𝑡⟨𝑎2⟩0
⟨𝑎†𝑎⟩𝑡 = ⟨𝑎†𝑎⟩0 + 𝛾𝑡

(Нет затухания первых моментов и линейно растут
интенсивности.)
Напомним, что в общем случае Γ = Γ𝑇 соответствует

ℒ(𝜌) = −𝑖[𝐻̂, 𝜌]− 1

2

∑︁
𝑖

[𝐶(𝑖), [𝐶(𝑖), 𝜌]],

которое возникает при усреднении по классическому
Винеровскому процессу.
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Пример. Затухающий одномерный осциллятор

Упражнение. (Динамика в сжатом температуреном
резервуаре)

Γ =

(︂
𝛿 𝛾1
𝛾2 𝛿

)︂
, 𝛾1,2 ∈ R, 𝛿 ∈ C.

𝐻 =

(︂
0 𝜔0

𝜔0 0

)︂
, 𝑓 = 0.
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