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Â ìèíèêóðñå áóäåò èçëîæåíî äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî
êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà.

Òåîðåìà (Â. Øìåëåâà, 1955)
Òåîðèÿ àáåëåâûõ ãðóïï ðàçðåøèìà.

Ïëàí ìèíè-êóðñà:

(I) Ñâåäåíèå ê ïðîáëåìå ýëåìåíòàðíûõ èíäåêñîâ.
Ðàçðåøèìîñòü ýëåìåíòàðíûõ òåîðèé äëÿ ãðóïï (Z,+,−, 0)
è (Q,+,−, 0).

(II) Ýëåìåíòàðíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîëíûõ òåîðèé ïîñðåäñòâîì
èíâàðèàíòîâ Â. Øìåëåâîé.
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Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï

Àáåëåâû ãðóïïû ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñèãíàòóðå
σAG = {=; +,−; 0}.

Ïóñòü H � àáåëåâà ãðóïïà; H1 ≤ H; a ∈ H.

I H1 + a = {h+ a : h ∈ H1} � ýòî êëàññ ñìåæíîñòè ýëåìåíòà a
ïî ïîäãðóïïå H1.

I Ñ÷èòàåì, ÷òî èíäåêñ H1 â H (îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [H : H1])
ðàâåí

min(ω, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà êëàññîâ ñìåæíîñòè ïî H1).

I Åñëè H2 ≤ H, òî òàêæå çàäà¼ì

[H1 : H2] := [H1 : H1 ∩H2].
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Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï

Åñëè H1 ≤ H è H2 ≤ H, òî [H1 : H2] = [H1 : H1 ∩H2].

Ëåììà 1
Ïóñòü H � àáåëåâà ãðóïïà; H1 ≤ H è H2 ≤ H; a ∈ H.

(a) [(H1 +H2) : H2] = [H1 : H2].

(b) [H : H1] · [H1 : H2] ≥ [H : H2].

(c) ×èñëî êëàññîâ ñìåæíîñòè ïî H2, êîòîðûå èìåþò íåïóñòîå
ïåðåñå÷åíèå ñ êëàññîì H1 + a, ðàâíî [H1 : H2].
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Ïîçèòèâíî ïðèìèòèâíûå ôîðìóëû

Îïðåäåëåíèå
Ïîçèòèâíî ïðèìèòèâíîé ôîðìóëîé (ï.ï.ô.) íàçûâàåì ôîðìóëó âèäà

ϕ(x1, . . . , xn) = ∃y1∃y2 . . . ∃ymθ(x̄, ȳ),

ãäå θ � ýòî êîíúþíêöèÿ àòîìàðíûõ ôîðìóë (ò.å. ôîðìóë âèäà t = q
äëÿ íåêîòîðûõ òåðìîâ t è q).

Ëåììà 2
Ïóñòü ϕ(x̄) � ïîçèòèâíî ïðèìèòèâíàÿ ôîðìóëà; H � àáåëåâà
ãðóïïà; a1, . . . , ak ∈ H, ãäå k < n.

1. Ôîðìóëà ϕ(x̄) îïðåäåëÿåò ïîäãðóïïó â äåêàðòîâîé ñòåïåíè Hn.

2. Ôîðìóëà ϕ(a1, . . . , ak, xk+1, . . . , xn) ëèáî íå âûïîëíÿåòñÿ â H,
ëèáî çàäà¼ò ñìåæíûé êëàññ ïî ïîäãðóïïå G ≤ Hn−k, òàêîé ÷òî
G îïðåäåëèìà ôîðìóëîé ϕ(0, . . . , 0, xk+1, . . . , xn).
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Ïðîáëåìà ýëåìåíòàðíûõ èíäåêñîâ

Ïóñòü ϕ(x), ψ(x) � ïîçèòèâíî ïðèìèòèâíûå ôîðìóëû, A �
àáåëåâà ãðóïïà. Áóäåì îáîçíà÷àòü

[ϕ : ψ,A] := [ϕ(A) : ψ(A)]

(ò.å. ýòî èíäåêñ ïîäãðóïïû, îïðåäåëèìîé ϕ â A, ïî ïîäãðóïïå,
îïðåäåëèìîé ψ).

Îïðåäåëåíèå
Ãîâîðÿò, ÷òî àáåëåâà ãðóïïà A èìååò ðàçðåøèìóþ ïðîáëåìó

ýëåìåíòàðíûõ èíäåêñîâ, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî
äàííûì ïîçèòèâíî ïðèìèòèâíûì ôîðìóëàì ϕ(x), ψ(x) è äàííîìó
n ≥ 1 îïðåäåëÿåò, âåðíî ëè

[ϕ : ψ,A] ≥ n.
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Ñâåäåíèå ê ïðîáëåìå ýëåìåíòàðíûõ èíäåêñîâ

Ïðîáëåìà ýëåìåíòàðíûõ èíäåêñîâ: âåðíî ëè [ϕ : ψ,A] ≥ n?

Ïðåäëîæåíèå A
Ïóñòü A � àáåëåâà ãðóïïà. Ëþáàÿ ôîðìóëà ϕ(x1, . . . , xn) ñèãíàòóðû
σAG ýêâèâàëåíòíà â Th(A) áóëåâîé êîìáèíàöèè ϕ∗(x̄) ïîçèòèâíî
ïðèìèòèâíûõ ôîðìóë. Áîëåå òîãî, åñëè â A ðàçðåøèìà ïðîáëåìà
ýëåìåíòàðíûõ èíäåêñîâ, òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî äàííîé
ôîðìóëå ϕ ñòðîèò ϕ∗.

Ñëåäñòâèå A.1
Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ Th(A) ðàçðåøèìà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà â ãðóïïå A ðàçðåøèìà ïðîáëåìà ýëåìåíòàðíûõ èíäåêñîâ.
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Ïðîáëåìà ýëåìåíòàðíûõ èíäåêñîâ: âåðíî ëè [ϕ : ψ,A] ≥ n?

Ñëåäñòâèå A.1
Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ Th(A) ðàçðåøèìà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà â ãðóïïå A ðàçðåøèìà ïðîáëåìà ýëåìåíòàðíûõ èíäåêñîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒). Óñëîâèå [ϕ : ψ,A] ≥ n ýêâèâàëåíòíî
ñëåäóþùåìó:

A |= ∃x1∃x2 . . . ∃xn
[ ∧
i≤n

ϕ(xi) ∧
∧

i<j≤n

¬ψ(xi − xj)
]
.

(⇐). Äëÿ ëþáîãî òåðìà t(x1, . . . , xk) âåðíî t(0, 0, . . . , 0) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå ïîçèòèâíî ïðèìèòèâíîå ïðåäëîæåíèå èñòèííî
â ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïå.

Â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ À ïî äàííîìó ïðåäëîæåíèþ ψ ìîæíî
àëãîðèòìè÷åñêè ïîñòðîèòü áóëåâó êîìáèíàöèþ ψ∗ ïîçèòèâíî
ïðèìèòèâíûõ ïðåäëîæåíèé, òàêóþ ÷òî A |= ψ ↔ ψ∗.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ A

Ïðåäëîæåíèå A
Ëþáàÿ ôîðìóëà ϕ(x1, . . . , xn) ýêâèâàëåíòíà â Th(A) áóëåâîé
êîìáèíàöèè ϕ∗(x̄) ïîçèòèâíî ïðèìèòèâíûõ ôîðìóë. Åñëè â ãðóïïå A
ðàçðåøèìà ïðîáëåìà ýëåìåíòàðíûõ èíäåêñîâ, òî ñóùåñòâóåò
àëãîðèòì, êîòîðûé ïî äàííîé ϕ ñòðîèò ϕ∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó êâàíòîðîâ â ϕ. ßñíî, ÷òî åñëè
ϕ � áåñêâàíòîðíàÿ, òî ϕ óæå ýêâèâàëåíòíà áóëåâîé êîìáèíàöèè
ïîçèòèâíî ïðèìèòèâíûõ ôîðìóë (ï.ï.ô.).

Îòìåòèì, ÷òî êîíúþíêöèÿ äâóõ ï.ï.ô. ýêâèâàëåíòíà ï.ï.ô.
Ñëåäîâàòåëüíî, äèçúþíêöèÿ îòðèöàíèé äâóõ ï.ï.ô. ýêâèâàëåíòíà
îòðèöàíèþ îäíîé ï.ï.ô.

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü ôîðìóëà ϕ èìååò âèä ∀yθ, ãäå θ � ýòî
áóëåâà êîìáèíàöèÿ ï.ï.ô. Ïðèâîäÿ θ ê ê.í.ô., ïîëó÷àåì, ÷òî
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèé ñëó÷àé:

θ = ¬ϕ0 ∨ ϕ1 ∨ · · · ∨ ϕn, ãäå ϕi � ï.ï.ô.

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà ∀y¬ϕ0 óæå ýêâèâàëåíòíà ¬∃yϕ0

(îòðèöàíèþ ï.ï.ô.), ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî n ≥ 1.
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ϕ(x1, . . . , xn) = ∀y
[
ϕ0(x̄, y)→

∨
1≤i≤n

ϕi(x̄, y)

]
, ãäå ϕi � ï.ï.ô.

Ïóñòü Bi � ýòî ïîäãðóïïà â A, îïðåäåëèìàÿ ôîðìóëîé ϕi(~0, y).

Øàã 1: Ýëèìèíàöèÿ ¾áîëüøèõ¿ èíäåêñîâ [B0 : Bi] äëÿ 1 ≤ i ≤ n.

Ëåììà 3
Ïóñòü a0, . . . , an ∈ A, ïðè ýòîì B0 + a0 ⊆

⋃
1≤i≤n(Bi + ai) è

[B0 : Bn] > n!. Òîãäà

B0 + a0 ⊆
⋃

1≤i≤n−1

(Bi + ai).

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè [B0 : Bn] > n!, òî èç ôîðìóëû ϕ(x̄)
ìîæíî ¾âûêèíóòü¿ ïîäôîðìóëó ϕn:

A |= ϕ(x̄)↔ ∀y
[
ϕ0(x̄, y)→

∨
1≤i≤n−1

ϕi(x̄, y)

]
.
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ϕ(x1, . . . , xn) = ∀y
[
ϕ0(x̄, y)→

∨
1≤i≤n

ϕi(x̄, y)

]
, ãäå ϕi � ï.ï.ô.

Ãðóïïà Bi � ýòî ïîäãðóïïà â A, îïðåäåëèìàÿ ôîðìóëîé ϕi(~0, y).
Òåïåðü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî [B0 : Bi] ≤ n!. Ïóñòü B∗ :=

⋂
0≤i≤nBi.

Øàã 2. Äëÿ b1, . . . , bn ∈ A è F ⊆ {1, . . . , n} ôîðìóëà

ϕ0(b̄, y) ∧
∧
i∈F

ϕi(b̄, y)

îïðåäåëÿåò â A ìíîæåñòâî ZF,b̄: ëèáî ZF,b̄ = ∅, ëèáî ZF,b̄ ñîäåðæèò
n(F ) = [B0 ∩

⋂
i∈F Bi : B∗] ñìåæíûõ êëàññîâ ïî ïîäãðóïïå B∗.

Äëÿ S ⊆ P ({1, 2, . . . , n}) çàäàäèì ôîðìóëó

ψS(x̄) =

( ∧
F∈S
∃y

∧
i∈F∪{0}

ϕi(x̄, y)

)
∧
( ∧

F∈P ({1,...,n})\S

¬∃y
∧

i∈F∪{0}

ϕi(x̄, y)

)
.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî ZF,x̄ 6= ∅ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà F ∈ S.

Îòìåòèì, ÷òî çäåñü ôîðìóëà âèäà ∃y
∧

i ϕi ýêâèâàëåíòíà ï.ï.ô.
Çíà÷èò, ôîðìóëà ψS ýêâèâàëåíòíà áóëåâîé êîìáèíàöèè ï.ï.ô.
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Ëåììà 4
Ïóñòü C,A1, . . . , An � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Òîãäà

C ⊆
n⋃

i=1

Ai ⇐⇒
∑

F⊆{1,...,n}

(−1)|F | ·

∣∣∣∣∣C ∩ ⋂
i∈F

Ai

∣∣∣∣∣ = 0. (1)

Çäåñü ñ÷èòàåì, ÷òî C ∩
⋂

i∈∅Ai = C.

Çàäàäèì ìíîæåñòâî

V =

{
S : S ⊆ P ({1, 2, . . . , n}),

∑
F∈S

(−1)|F | · n(F ) = 0

}
.

(1) Ïóñòü A |= ϕ(b̄). Òîãäà âûáåðåì S0 = {F : ZF,b̄ 6= ∅}. ßñíî, ÷òî
A |= ψS0(b̄).

Òàêæå ðàññìîòðèì:

I C � (êîíå÷íîå) ìíîæåñòâî âñåõ ñìåæíûõ êëàññîâ ïî B∗ âî
ìíîæåñòâå {y : A |= ϕ0(b̄, y)};

I Ai, 1 ≤ i ≤ n, � ýòî (âîçìîæíî, ïóñòîå) ìíîæåñòâî âñåõ
ñìåæíûõ êëàññîâ ïî B∗ â {y : A |= ϕ0(b̄, y) ∧ ϕi(b̄, y)}.

Èç (1:⇒) ñëåäóåò, ÷òî S0 ∈ V .
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(2) Ïóñòü òåïåðü S ∈ V è A |= ψS(b̄). Îïÿòü ðàññìîòðèì:

I C � ìíîæåñòâî âñåõ ñìåæíûõ êëàññîâ ïî B∗ âî ìíîæåñòâå
{y : A |= ϕ0(b̄, y)};

I Ai, 1 ≤ i ≤ n, � ìíîæåñòâî âñåõ ñìåæíûõ êëàññîâ ïî B∗

â {y : A |= ϕ0(b̄, y) ∧ ϕi(b̄, y)}.
Èç (1:⇐) ñëåäóåò, ÷òî A |= ϕ(b̄).
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V =

{
S : S ⊆ P ({1, 2, . . . , n}),

∑
F∈S

(−1)|F | · n(F ) = 0

}
.

Èòàê, ïîëó÷èëè, ÷òî

A |= ϕ(x̄)↔
∨
S∈V

ψS(x̄).

Â ñâîþ î÷åðåäü, ôîðìóëà
∨

S ψ
S ýêâèâàëåíòíà ϕ∗(x̄) � áóëåâîé

êîìáèíàöèè ï.ï.ô.

Íàïîìíèì, ÷òî Bi � ýòî ïîäãðóïïà â A, îïðåäåëèìàÿ
ï.ï.ô. ϕi(~0, y).

Äëÿ àëãîðèòìè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ôîðìóëû ϕ∗ äîñòàòî÷íî
óìåòü:

1. ïðîâåðÿòü, âåðíî ëè, ÷òî [B0 : Bi] > n!;

2. íàõîäèòü ÷èñëà n(F ) = [B0 ∩
⋂

i∈F Bi :
⋂

0≤i≤nBi].

Ýòî ìîæíî äåëàòü ýôôåêòèâíî, åñëè ïðîáëåìà ýëåìåíòàðíûõ
èíäåêñîâ ðàçðåøèìà.
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