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Ôàêòû èç ïåðâîé ëåêöèè

Àáåëåâû ãðóïïû ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñèãíàòóðå σAG = {=; +,−; 0}.
Âñå ðàññìàòðèâàåìûå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ àáåëåâûìè.

Åñëè H1 ≤ H è H2 ≤ H, òî [H1 : H2] = [H1 : H1 ∩H2].

Ëåììà 1
Ïóñòü H � àáåëåâà ãðóïïà; H1 ≤ H è H2 ≤ H; a ∈ H.

(a) [(H1 +H2) : H2] = [H1 : H2].

(b) [H : H1] · [H1 : H2] ≥ [H : H2].

(c) ×èñëî êëàññîâ ñìåæíîñòè ïî H2, êîòîðûå èìåþò íåïóñòîå
ïåðåñå÷åíèå ñ êëàññîì H1 + a, ðàâíî [H1 : H2].
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Îïðåäåëåíèå

Ïîçèòèâíî ïðèìèòèâíîé ôîðìóëîé (ï.ï.ô.) íàçûâàåì ôîðìóëó âèäà

ϕ(x1, . . . , xn) = ∃y1∃y2 . . . ∃ymθ(x̄, ȳ),

ãäå θ � ýòî êîíúþíêöèÿ àòîìàðíûõ ôîðìóë (ò.å. ôîðìóë âèäà t = q
äëÿ íåêîòîðûõ òåðìîâ t è q).

Ëåììà 2
Ïóñòü ϕ(x̄) � ïîçèòèâíî ïðèìèòèâíàÿ ôîðìóëà; H � àáåëåâà
ãðóïïà; a1, . . . , ak ∈ H, ãäå k < n.

1. Ôîðìóëà ϕ(x̄) îïðåäåëÿåò ïîäãðóïïó â äåêàðòîâîé ñòåïåíè Hn.

2. Ôîðìóëà ϕ(a1, . . . , ak, xk+1, . . . , xn) ëèáî íå âûïîëíÿåòñÿ â H,
ëèáî çàäà¼ò ñìåæíûé êëàññ ïî ïîäãðóïïå G ≤ Hn−k, òàêîé ÷òî
G îïðåäåëèìà ôîðìóëîé ϕ(0, . . . , 0, xk+1, . . . , xn).

Í.À. Áàæåíîâ Ýëåìåíòàðíûå òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï (÷àñòü 2) 12.04.2023 2 / 26



Ïðîáëåìà ýëåìåíòàðíûõ èíäåêñîâ

Ïóñòü ϕ(x), ψ(x) � ïîçèòèâíî ïðèìèòèâíûå ôîðìóëû, A �
àáåëåâà ãðóïïà. Áóäåì îáîçíà÷àòü

[ϕ : ψ,A] := [ϕ(A) : ψ(A)]

(ò.å. ýòî èíäåêñ ïîäãðóïïû, îïðåäåëèìîé ϕ â A, ïî ïîäãðóïïå,
îïðåäåëèìîé ψ).

Îïðåäåëåíèå

Ãîâîðÿò, ÷òî àáåëåâà ãðóïïà A èìååò ðàçðåøèìóþ ïðîáëåìó

ýëåìåíòàðíûõ èíäåêñîâ, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî
äàííûì ïîçèòèâíî ïðèìèòèâíûì ôîðìóëàì ϕ(x), ψ(x) è äàííîìó
n ≥ 1 îïðåäåëÿåò, âåðíî ëè

[ϕ : ψ,A] ≥ n.
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Ñâåäåíèå ê ïðîáëåìå ýëåìåíòàðíûõ èíäåêñîâ

Ïðåäëîæåíèå A

Ïóñòü A � àáåëåâà ãðóïïà. Ëþáàÿ ôîðìóëà ϕ(x1, . . . , xn) ñèãíàòóðû
σAG ýêâèâàëåíòíà â Th(A) áóëåâîé êîìáèíàöèè ϕ∗(x̄) ïîçèòèâíî
ïðèìèòèâíûõ ôîðìóë. Áîëåå òîãî, åñëè â A ðàçðåøèìà ïðîáëåìà
ýëåìåíòàðíûõ èíäåêñîâ, òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî äàííîé
ôîðìóëå ϕ ñòðîèò ϕ∗.

Ñëåäñòâèå A.1
Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ Th(A) ðàçðåøèìà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà â ãðóïïå A ðàçðåøèìà ïðîáëåìà ýëåìåíòàðíûõ èíäåêñîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ A (îêîí÷àíèå)

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèé ñëó÷àé:

ϕ(x1, . . . , xn) = ∀y
[
ϕ0(x̄, y)→

∨
1≤i≤n

ϕi(x̄, y)

]
, ãäå ϕi � ï.ï.ô.

Ãðóïïà Bi � ýòî ïîäãðóïïà â A, îïðåäåëèìàÿ ôîðìóëîé ϕi(~0, y).

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî [B0 : Bi] ≤ n!.

Ïóñòü B∗ :=
⋂

0≤i≤nBi.
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ϕ(x1, . . . , xn) = ∀y
[
ϕ0(x̄, y)→

∨
1≤i≤n

ϕi(x̄, y)

]
.

Äëÿ b1, . . . , bn ∈ A è F ⊆ {1, . . . , n} ôîðìóëà

ϕ0(b̄, y) ∧
∧
i∈F

ϕi(b̄, y)

îïðåäåëÿåò â A ìíîæåñòâî ZF,b̄.

Ëèáî ZF,b̄ = ∅, ëèáî ZF,b̄ ñîäåðæèò n(F ) =
[
B0 ∩

⋂
i∈F Bi : B∗

]
ñìåæíûõ êëàññîâ ïî ïîäãðóïïå B∗.

Äëÿ S ⊆ P ({1, 2, . . . , n}) çàäàäèì ôîðìóëó

ψS(x̄) =

( ∧
F∈S
∃y

∧
i∈F∪{0}

ϕi(x̄, y)

)
∧
( ∧
F∈P ({1,...,n})\S

¬∃y
∧

i∈F∪{0}

ϕi(x̄, y)

)
.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî ZF,x̄ 6= ∅ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà F ∈ S.

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà âèäà ∃y
∧
i ϕi ýêâèâàëåíòíà ï.ï.ô.
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Ëåììà 4
Ïóñòü C,A1, . . . , An � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Òîãäà

C ⊆
n⋃
i=1

Ai ⇐⇒
∑

F⊆{1,...,n}

(−1)|F | ·

∣∣∣∣∣C ∩ ⋂
i∈F

Ai

∣∣∣∣∣ = 0. (1)

Çäåñü ñ÷èòàåì, ÷òî C ∩
⋂
i∈∅Ai = C.

Çàäàäèì ìíîæåñòâî

V =

{
S : S ⊆ P ({1, 2, . . . , n}),

∑
F∈S

(−1)|F | · n(F ) = 0

}
.
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(1) Ïóñòü A |= ϕ(b̄). Òîãäà âûáåðåì S0 = {F : ZF,b̄ 6= ∅}. ßñíî, ÷òî
A |= ψS0(b̄).

Òàêæå ðàññìîòðèì:

I C � (êîíå÷íîå) ìíîæåñòâî âñåõ ñìåæíûõ êëàññîâ ïî B∗ âî
ìíîæåñòâå {y : A |= ϕ0(b̄, y)};

I Ai, 1 ≤ i ≤ n, � ýòî (âîçìîæíî, ïóñòîå) ìíîæåñòâî âñåõ
ñìåæíûõ êëàññîâ ïî B∗ â {y : A |= ϕ0(b̄, y) ∧ ϕi(b̄, y)}.

Èç (1:⇒) ñëåäóåò, ÷òî S0 ∈ V .

(2) Ïóñòü òåïåðü S ∈ V è A |= ψS(b̄). Îïÿòü ðàññìîòðèì:

I C � ìíîæåñòâî âñåõ ñìåæíûõ êëàññîâ ïî B∗ âî ìíîæåñòâå
{y : A |= ϕ0(b̄, y)};

I Ai, 1 ≤ i ≤ n, � ìíîæåñòâî âñåõ ñìåæíûõ êëàññîâ ïî B∗

â {y : A |= ϕ0(b̄, y) ∧ ϕi(b̄, y)}.
Èç (1:⇐) ñëåäóåò, ÷òî A |= ϕ(b̄).
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V =

{
S : S ⊆ P ({1, 2, . . . , n}),

∑
F∈S

(−1)|F | · n(F ) = 0

}
.

Èòàê, ïîëó÷èëè, ÷òî

A |= ϕ(x̄)↔
∨
S∈V

ψS(x̄).

Â ñâîþ î÷åðåäü, ôîðìóëà
∨
S ψ

S ýêâèâàëåíòíà ϕ∗(x̄) � áóëåâîé
êîìáèíàöèè ï.ï.ô.

Íàïîìíèì, ÷òî Bi � ýòî ïîäãðóïïà â A, îïðåäåëèìàÿ
ï.ï.ô. ϕi(~0, y).

Äëÿ àëãîðèòìè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ôîðìóëû ϕ∗ äîñòàòî÷íî
óìåòü:

1. ïðîâåðÿòü, âåðíî ëè, ÷òî [B0 : Bi] > n!;

2. íàõîäèòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà n(F ) = [B0 ∩
⋂
i∈F Bi :

⋂
0≤i≤nBi].

Ýòî ìîæíî äåëàòü ýôôåêòèâíî, åñëè ïðîáëåìà ýëåìåíòàðíûõ
èíäåêñîâ ðàçðåøèìà.
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Ðàçðåøèìîñòü ýëåìåíòàðíûõ òåîðèé
äëÿ ãðóïï (Z,+,−, 0) è (Q,+,−, 0).



Êàê ïðîâåðÿòü ïîçèòèâíî ïðèìèòèâíûå ôîðìóëû

×åðåç TAG îáîçíà÷àåì òåîðèþ àáåëåâûõ ãðóïï.

Ïðåäëîæåíèå Á

Ëþáàÿ ïîçèòèâíî ïðèìèòèâíàÿ ôîðìóëà ϕ(x1, . . . , xn) ñèãíàòóðû
σAG ýêâèâàëåíòíà îòíîñèòåëüíî TAG êîíå÷íîé êîíúþíêöèè ôîðìóë
âèäà

∃y
( n∑
i=1

mixi = pky

)
è

n∑
i=1

mixi = 0,

ãäå mi ∈ Z, k ∈ ω è p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ïðè ýòîì òàêàÿ êîíúþíêöèÿ
íàõîäèòñÿ ýôôåêòèâíî.
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Ñëåäñòâèÿ ïðåäëîæåíèÿ Á

Íàïîìíèì, ÷òî â ïðîáëåìå ýëåìåíòàðíûõ èíäåêñîâ íóæíî
ïðîâåðÿòü ôîðìóëû âèäà [ϕ : ψ] ≥ n, ãäå ϕ(x), ψ(x) � ï.ï.ô.

Â TAG ëþáàÿ ï.ï.ô. ϕ(x) ýêâèâàëåíòíà êîíúþíêöèè ôîðìóë âèäà:

∃y(mx = pky) è mx = 0.

Ñëåäñòâèå Á.1
Òåîðèÿ Th(Q,+,−, 0) ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ãðóïïå (Q,+,−, 0) ôîðìóëà âèäà ∃y(mx = pky)
âûäåëÿåò âñþ ãðóïïó, à ôîðìóëà âèäà mx = 0 (ïðè m 6= 0) âûäåëÿåò
íóëåâóþ ïîäãðóïïó.

Ñëåäîâàòåëüíî, â (Q,+,−, 0) ðàçðåøèìà ïðîáëåìà ýëåìåíòàðíûõ
èíäåêñîâ.
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Ñëåäñòâèÿ ïðåäëîæåíèÿ Á

Ñëåäñòâèå Á.2
Òåîðèÿ Th(Z,+,−, 0) ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ãðóïïó (Z,+,−, 0) ÷åðåç Z.
Ïóñòü k,m > 0. Â òåîðèè Th(Z) âûïîëíåíî:

(a) Ôîðìóëà ∃y(mx = ky) ýêâèâàëåíòíà

∃y
(
x =

k

ÍÎÄ(k,m)
· y
)
.

Ôîðìóëà ∃y1(x = ky1) ∧ ∃y2(x = my2) ýêâèâàëåíòíà

∃y(x = ÍÎK(k,m) · y).

(b) Ïóñòü θk(x) := ∃y(x = ky). Òîãäà θk âûäåëÿåò ïîäãðóïïó kZ è

[θk : θm,Z] =
m

ÍÎÄ(k,m)
.

Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî ãðóïïà Z èìååò ðàçðåøèìóþ
ïðîáëåìó ýëåìåíòàðíûõ èíäåêñîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ Á

Ï.ï.ô. ϕ(x1, . . . , xm) = ∃y1 . . . ∃ynθ(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïàðû öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö (N,M):

I N èìååò ðàçìåð r × n, M èìååò ðàçìåð r ×m, ãäå r � ýòî
÷èñëî êîíúþíêòîâ â áåñêâàíòîðíîé ôîðìóëå θ;

I ϕ ≡ ∃~y(N · ~y = M · ~x), ãäå ~y è ~x � ýòî âåêòîð-ñòîëáöû
ïåðåìåííûõ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (N,M) � ýòî ìàòðèöà ðàçìåðà r × (n+m).

(1) Äîïóñòèìûå îïåðàöèè, ñîõðàíÿþùèå ýêâèâàëåíòíîñòü ôîðìóë
îòíîñèòåëüíî TAG:

I ïåðåñòàíîâêà ñòðîê;

I óìíîæåíèå i-îé ñòðîêè íà öåëîå k 6= 0;

I ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ â ìàòðèöå N (ñîîòâåòñòâóåò
ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåííûõ y` 7→ yσ(`));

I ïðèáàâëåíèå ê i-îé ñòðîêå j-îé ñòðîêè, óìíîæåííîé íà öåëîå k.
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Ôîðìóëà ϕ ≡ ∃~y(N · ~y = M · ~x), ïðè ýòîì (N,M) � ýòî ìàòðèöà
ðàçìåðà r × (n+m).

Åù¼ îäíà äîïóñòèìàÿ îïåðàöèÿ: âíóòðè ìàòðèöû N ïðèáàâèòü ê
i-îìó ñòîëáöó j-ûé, óìíîæåííûé íà öåëîå k. Ïî÷åìó ýòî òàê?

Ïðèìåð:{
b11y1 + b12y2 = a11x1,

b21y1 + b22y2 = a22x2
⇔
{
b11(y1 − ky2) + (b12 + kb11)y2 = a11x1,

b21(y1 − ky2) + (b22 + kb21)y2 = a22x2.

(2) Èñïîëüçóÿ äîïóñòèìûå îïåðàöèè, ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ìàòðèöó
(N,M) ê ìàòðèöå (N∗,M∗), ãäå

N∗ =

(
D O11

O21 O22

)
, ãäå D � äèàãîíàëüíàÿ, à Oij � íóëåâûå.

(Âîçìîæíî, êàêèõ-òî èç áëîêîâ D,Oij â ìàòðèöå N
∗ íåò).

Òåïåðü ôîðìóëà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ (N∗,M∗), ýêâèâàëåíòíà
êîíúþíêöèè ôîðìóë âèäà

∃y
( m∑
i=1

aixi = `y

)
è

m∑
i=1

aixi = 0, ãäå ` > 0.
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(3) Ðàññìîòðèì ôîðìóëó

ψ(x̄) = ∃y
( m∑
i=1

aixi = `y

)
, ãäå ` > 0.

Åñëè ` = 1, òî ψ òîæäåñòâåííî èñòèííà.

Ïóñòü òåïåðü ` = pk11 · p
k2
2 · · · · · p

kt
t �ýòî ðàçëîæåíèå ` íà ïðîñòûå

ìíîæèòåëè. Òîãäà ôîðìóëà ψ áóäåò ýêâèâàëåíòíà â TAG êîíúþíêöèè
ôîðìóë

∃y
( m∑
i=1

aixi = p
kj
j y

)
, ãäå 1 ≤ j ≤ t. (2)

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü yj � ýòî ðåøåíèå (2).

Ðàññìîòðèì ÷èñëà uj = `/p
kj
j . Òàê êàê ÍÎÄ(u1, . . . , ut) = 1,

ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà cj , òàêèå ÷òî
∑t
j=1 cjuj = 1. Òîãäà äëÿ

y =
∑t
j=1 cjyj ïîëó÷àåì:

`y = pk11 p
k2
2 . . . pktt ·

t∑
j=1

cjyj =

t∑
j=1

cjujp
kj
j yj =

=

( t∑
j=1

cjuj

)
·
( m∑
i=1

aixi

)
=

m∑
i=1

aixi.
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Èíâàðèàíòû Øìåëåâîé.



Îïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòîâ Øìåëåâîé
Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà; k ≥ 1; a ∈ G. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ

ñëåäóþùèõ ïîäãðóïï:

kG = {kx : x ∈ G}, G[k] = {x ∈ G : kx = 0}.
×åðåç p è q îáîçíà÷àåì ïðîñòûå ÷èñëà.

×åðåç Z(k) îáîçíà÷àåì öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó ïîðÿäêà k. Çàïèñü
k | a îçíà÷àåò, ÷òî ∃y(ky = a).

Îïðåäåëåíèå. Ïîäãðóïïà H ≤ G íàçûâàåòñÿ p-ñåðâàíòíîé
ïîäãðóïïîé â G, åñëè äëÿ ëþáûõ a ∈ H è k ∈ ω âûïîëíåíî:

H |= (pk | a) ⇔ G |= (pk | a).

Îïðåäåëåíèå Sz.1

Äëÿ n, k ∈ ω ïðåäëîæåíèå Ap,n,k ãîâîðèò î òîì, ÷òî ¾ãðóïïà G
èìååò p-ñåðâàíòíóþ ïîäãðóïïó âèäà

⊕
1≤i≤k Z(pn)¿: äðóãèìè

ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà H ≤ G, èçîìîðôíàÿ
⊕

1≤i≤k Z(pn) è

òàêàÿ ÷òî å¼ ýëåìåíòû ïîðÿäêà p` (ãäå 1 ≤ ` ≤ n) íå äåëÿòñÿ íà
pn−`+1 â ãðóïïå G.

αp,n(G) = sup{k ∈ ω : G |= Ap,n,k}.
[Óñëîâèå ¾αp,n(G) ≥ k¿ îïðåäåëèìî ïðåäëîæåíèåì ñèãíàòóðû σAG.]
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Îïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòîâ Øìåëåâîé

Îïðåäåëåíèå Sz.2

Äëÿ n, k ∈ ω ïðåäëîæåíèå Bp,n,k ãîâîðèò î òîì, ÷òî ¾ãðóïïà G
èìååò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ

⊕
1≤i≤k Z(pn)¿.

βp(G) = inf{sup{k ∈ ω : G |= Bp,n,k} : n ∈ ω}.

Çàìå÷àíèå. Åñëè βp(G) < βp(H), òî G 6≡ H.

(1) Äëÿ βp(H) = ω çàìå÷àíèå î÷åâèäíî.

(2) Ïóñòü βp(H) < ω è βp(G) äîñòèãàåòñÿ íà nG.

Èç-çà âûáîðà βp(H) ãðóïïà H ñîäåðæèò êîïèþ
⊕

1≤i≤βp(H) Z(pn)
äëÿ êàæäîãî n ≥ 1. Â ÷àñòíîñòè, â H åñòü ïîäãðóïïà âèäà⊕

1≤i≤βp(G)+1 Z(pnG), êîòîðîé íåò â G.
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Ôîðìóëà C ′n,p,k(x1, . . . , xk) ãîâîðèò ñëåäóþùåå: ¾åñëè
ðàññìîòðåòü ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàçû x′1, . . . , x

′
k â ôàêòîð-ãðóïïå

G = G/G[pn], òî ñìåæíûå êëàññû pG+ x′1, . . . , pG+ x′k ëèíåéíî
íåçàâèñèìû â ôàêòîð-ãðóïïå G/pG¿. Äðóãèìè ñëîâàìè, íå
ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

v =

k∑
i=1

aixi ñ êîýôôèöèåíòàìè ai ∈ Z(p),

òàêîé ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî y ïîðÿäîê ýëåìåíòà (v − py) äåëèò pn.

Cn,p,0 = ∃x(x = x).

Îïðåäåëåíèå Sz.3

Äëÿ n, k ∈ ω çàäàäèì Cn,p,k = ∃x1 . . . ∃xkC ′n,p,k(x1, . . . , xk).

γp(G) = inf{sup{k ∈ ω : G |= Cp,n,k} : n ∈ ω}.

Çàìå÷àíèå. Åñëè γp(G) < γp(H), òî G 6≡ H.
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Îïðåäåëåíèå Sz.4

Ïóñòü ε(G) ∈ {0, 1} è

ε(G) = 0 ⇔ kG = 0 äëÿ íåêîòîðîãî k ≥ 1,

ò.å. ïîðÿäîê âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G îãðàíè÷åí.
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Ýëåìåíòàðíàÿ êëàññèôèêàöèÿ àáåëåâûõ ãðóïï

×åðåç Sz(G) = Sz(H) áóäåì îáîçíà÷àòü, ÷òî ãðóïïû G è H
èìåþò îäèíàêîâûå èíâàðèàíòû Øìåëåâîé.

Òåîðåìà C

Äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï G è H ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) G è H èìåþò îäèíàêîâûå ïðîáëåìû ýëåìåíòàðíûõ èíäåêñîâ,
ò.å. äëÿ ëþáûõ ïîçèòèâíî ïðèìèòèâíûõ ôîðìóë ϕ(x), ψ(x)
âûïîëíåíî [ϕ : ψ,G] = [ϕ : ψ,H];

(ii) G è H ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíû;

(iii) Sz(G) = Sz(H).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i)⇒(ii). Ñëåäñòâèå ïðåäëîæåíèÿ A.

(ii)⇒(iii). Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé èíâàðèàíòîâ Øìåëåâîé.
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Ñêåò÷ äîêàçàòåëüñòâà (iii)⇒(i)

Ïî òåîðåìå Ë¼âåíãåéìà�Ñêóëåìà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ðàññìàòðèâàåìûå ãðóïïû G è H íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíû.

Ïðåäâàðèòåëüíûé ýòàï. Åñëè ε(G) = 0, òî ïîðÿäêè âñåõ ýëåìåíòîâ G
îãðàíè÷åíû. Òîãäà ïî òåîðåìå Ïðþôåðà ãðóïïà G èçîìîðôíà íå
áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîé ñóììå êîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï âèäà Z(pn)
äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà âàðèàíòîâ p è n.

Èíâàðèàíò αp,n(G) �äàâàë� ìàêñèìàëüíîå k, äëÿ êîòîðîãî ãðóïïà
G èìååò p-ñåðâàíòíóþ ïîäãðóïïó âèäà

⊕
1≤i≤k Z(pn).

Èç òîãî, ÷òî Sz(G) = Sz(H), ïîëó÷àåì, ÷òî G ∼= H.

Çíà÷èò, äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ε(G) = 1.
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Ïî ïðåäëîæåíèþ B êàæäàÿ ï.ï.ô. ϕ(x) ýêâèâàëåíòíà êîíúþíêöèè
ôîðìóë âèäà ∃y(mx = pky) è mx = 0.

¾Óïðîñòèì¿ ôîðìóëó ξ(x) = ∃y(mx = pky). Ïóñòü m = p` ·m′,
ãäå m′ íå äåëèòñÿ íà p. Åñëè ` ≥ k, òî ôîðìóëà ξ òîæäåñòâåííî
èñòèííà.

Ïóñòü ` < k. Âûáåðåì öåëûå ÷èñëà u, v, òàêèå ÷òî um+ vpk = p`.
Òîãäà

mx = pky ⇒ p`x = (um)x+ (vpk)x = pk(uy + vx).

Çíà÷èò, ôîðìóëà ξ(x) ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå

∃y(p`x = pky), ãäå ` < k. (3)

Îïðåäåëåíèå

Ôîðìóëû (3) áóäåì íàçûâàòü p-áàçèñíûìè ôîðìóëàìè âòîðîãî ðîäà,
à ôîðìóëû mx = 0 � áàçèñíûìè ôîðìóëàìè ïåðâîãî ðîäà.
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Ïóñòü ϕ(x), ψ(x) � ï.ï.ô. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî
[ϕ : ψ,G] = [ϕ : ψ,H].

I Òàê êàê äëÿ ïðîèçâîëüíûõ A1, A2, A3 ≤ G âûïîëíåíî
[A1 : (A2 ∩A3)] = [A1 : A2] · [(A1 ∩A2) : A3], ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ôîðìóëà ψ(x) óæå ÿâëÿåòñÿ áàçèñíîé.

I Òàê êàê [(ϕ(G) + ψ(G)) : ψ(G)] = [ϕ(G) : ψ(G)] è ãðóïïó
ϕ(G) + ψ(G) ìîæíî îïðåäåëèòü ï.ï.ô. θ(x) (ïðè ýòîì ôîðìóëà
θ íå çàâèñèò îò âûáîðà ãðóïïû G), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ψ(G) ⊆ ϕ(G).

Ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ψ(x) ÿâëÿåòñÿ
p-áàçèñíîé ôîðìóëîé âòîðîãî ðîäà: ∃y(p`x = pky), ` < k.
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p-áàçèñíûå ïîäãðóïïû

Îïðåäåëåíèå

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîäãðóïïà A ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ p-áàçèñíîé äëÿ G,
åñëè:

I A åñòü ïðÿìàÿ ñóììà öèêëè÷åñêèõ p-ãðóïï è ãðóïï, èçîìîðôíûõ
(Z,+,−, 0);

I A åñòü p-ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà G;

I ôàêòîð-ãðóïïà G/A p-äåëèìà, ò.å. (p | x) äëÿ êàæäîãî x ∈ G/A.

Äëÿ ëþáîé G è ëþáîãî p ñóùåñòâóåò p-áàçèñíàÿ ïîäãðóïïà äëÿ G.

Ëåììà 5
Ïóñòü A � ýòî p-áàçèñíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

(a) αp,n(A) = αp,n(G) è γp(A) = γp(G).

(b) Ïóñòü ϕ(x) � ï.ï.ô., ψ(x) � p-áàçèñíàÿ ôîðìóëà âòîðîãî ðîäà.
Òîãäà [ϕ : ψ,A] = [ϕ : ψ,G].
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