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Ôàêòû èç ïðåäûäóùèõ ëåêöèé

Àáåëåâû ãðóïïû ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñèãíàòóðå σAG = {=; +,−; 0}.
Âñå ðàññìàòðèâàåìûå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ àáåëåâûìè.

Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà; k ≥ 1; a ∈ G. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ
ñëåäóþùèõ ïîäãðóïï:

kG = {kx : x ∈ G}, G[k] = {x ∈ G : kx = 0}.

×åðåç p è q îáîçíà÷àåì ïðîñòûå ÷èñëà.

×åðåç Z(k) îáîçíà÷àåì öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó ïîðÿäêà k.

Çàïèñü k | a îçíà÷àåò, ÷òî ∃y(ky = a).
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Ïîçèòèâíî ïðèìèòèâíûå ôîðìóëû

Îïðåäåëåíèå
Ïîçèòèâíî ïðèìèòèâíîé ôîðìóëîé (ï.ï.ô.) íàçûâàåì ôîðìóëó âèäà

ϕ(x1, . . . , xn) = ∃y1∃y2 . . . ∃ymθ(x̄, ȳ),

ãäå θ � ýòî êîíúþíêöèÿ àòîìàðíûõ ôîðìóë (ò.å. ôîðìóë âèäà t = q
äëÿ íåêîòîðûõ òåðìîâ t è q).

Ëåììà
Ïóñòü ϕ(x̄) � ïîçèòèâíî ïðèìèòèâíàÿ ôîðìóëà; A � àáåëåâà ãðóïïà;
a1, . . . , ak ∈ A, ãäå k < n.

1. Ôîðìóëà ϕ(x̄) îïðåäåëÿåò ïîäãðóïïó â äåêàðòîâîé ñòåïåíè An.

2. Ôîðìóëà ϕ(a1, . . . , ak, xk+1, . . . , xn) ëèáî íå âûïîëíÿåòñÿ â A,
ëèáî çàäà¼ò ñìåæíûé êëàññ ïî ïîäãðóïïå G ≤ An−k, òàêîé ÷òî
G îïðåäåëèìà ôîðìóëîé ϕ(0, . . . , 0, xk+1, . . . , xn).
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Ïðîáëåìà ýëåìåíòàðíûõ èíäåêñîâ

Ïóñòü ϕ(x), ψ(x) � ïîçèòèâíî ïðèìèòèâíûå ôîðìóëû, A �
àáåëåâà ãðóïïà. Îáîçíà÷àåì

[ϕ : ψ,A] := [ϕ(A) : ψ(A)]

(èíäåêñ ïîäãðóïïû, îïðåäåëèìîé ϕ â A, ïî ïîäãðóïïå,
îïðåäåëèìîé ψ).

Ãîâîðÿò, ÷òî àáåëåâà ãðóïïà A èìååò ðàçðåøèìóþ ïðîáëåìó

ýëåìåíòàðíûõ èíäåêñîâ, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî
äàííûì ïîçèòèâíî ïðèìèòèâíûì ôîðìóëàì ϕ(x), ψ(x) è äàííîìó
n ≥ 1 îïðåäåëÿåò, âåðíî ëè

[ϕ : ψ,A] ≥ n.
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Ïðîáëåìà ýëåìåíòàðíûõ èíäåêñîâ

Ïðåäëîæåíèå A
Ïóñòü A � àáåëåâà ãðóïïà. Ëþáàÿ ôîðìóëà ϕ(x1, . . . , xn)

ñèãíàòóðû σAG ýêâèâàëåíòíà â Th(A) áóëåâîé êîìáèíàöèè ϕ∗(x̄)
ïîçèòèâíî ïðèìèòèâíûõ ôîðìóë.
Êðîìå òîãî, åñëè â A ðàçðåøèìà ïðîáëåìà ýëåìåíòàðíûõ èíäåêñîâ,

òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî äàííîé ôîðìóëå ϕ ñòðîèò ϕ∗.
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Ïðåîáðàçîâàíèå ïîçèòèâíî ïðèìèòèâíûõ ôîðìóë

×åðåç TAG îáîçíà÷àåì òåîðèþ àáåëåâûõ ãðóïï.

Ïðåäëîæåíèå Á
Ëþáàÿ ïîçèòèâíî ïðèìèòèâíàÿ ôîðìóëà ϕ(x1, . . . , xn) ñèãíàòóðû
σAG ýêâèâàëåíòíà îòíîñèòåëüíî TAG êîíå÷íîé êîíúþíêöèè ôîðìóë
âèäà

∃y
( n∑
i=1

mixi = pky

)
è

n∑
i=1

mixi = 0,

ãäå mi ∈ Z, k ∈ ω è p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ïðè ýòîì òàêàÿ êîíúþíêöèÿ
íàõîäèòñÿ ýôôåêòèâíî.
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Ñëåäñòâèå
Ëþáàÿ ïîçèòèâíî ïðèìèòèâíàÿ ôîðìóëà ϕ(x) ñèãíàòóðû σAG

ýêâèâàëåíòíà îòíîñèòåëüíî TAG êîíå÷íîé êîíúþíêöèè ôîðìóë âèäà

∃y(p`x = pky) è mx = 0,

ãäå m ∈ Z, p � ïðîñòîå ÷èñëî è 0 ≤ ` < k.
Ïðè ýòîì òàêàÿ êîíúþíêöèÿ íàõîäèòñÿ ýôôåêòèâíî.

Îïðåäåëåíèå
Ôîðìóëû âèäà ∃y(p`x = pky) (ãäå ` < k) íàçûâàåì p-áàçèñíûìè
ôîðìóëàìè âòîðîãî ðîäà, à ôîðìóëû âèäà mx = 0 � áàçèñíûìè

ôîðìóëàìè ïåðâîãî ðîäà.
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Îïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòîâ Øìåëåâîé
Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäãðóïïà H ≤ G íàçûâàåòñÿ p-ñåðâàíòíîé
ïîäãðóïïîé â G, åñëè äëÿ ëþáûõ a ∈ H è k ∈ ω âûïîëíåíî:

H |= (pk | a) ⇔ G |= (pk | a).

Îïðåäåëåíèå Sz.1
Äëÿ n, k ∈ ω ïðåäëîæåíèå Ap,n,k ãîâîðèò î òîì, ÷òî ¾ãðóïïà G

èìååò p-ñåðâàíòíóþ ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ
⊕

1≤i≤k Z(pn)¿.

αp,n(G) = sup{k ∈ ω : G |= Ap,n,k}.

Îïðåäåëåíèå Sz.2
Äëÿ n, k ∈ ω ïðåäëîæåíèå Bp,n,k ãîâîðèò î òîì, ÷òî ¾ãðóïïà G

èìååò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ
⊕

1≤i≤k Z(pn)¿.

βp(G) = inf{sup{k ∈ ω : G |= Bp,n,k} : n ∈ ω}.
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Îïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòîâ Øìåëåâîé

Ôîðìóëà C ′p,n,k(x1, . . . , xk) ãîâîðèò ñëåäóþùåå:
¾åñëè ðàññìîòðåòü ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàçû x′1, . . . , x

′
k

â ôàêòîð-ãðóïïå G = G/G[pn], òî ñìåæíûå êëàññû
pG+ x′1, . . . , pG+ x′k ëèíåéíî íåçàâèñèìû (íàä ïðîñòûì ïîëåì
õàðàêòåðèñòèêè p) â ôàêòîð-ãðóïïå G/pG¿.

Îïðåäåëåíèå Sz.3
Äëÿ n, k ∈ ω çàäàäèì Cp,n,k = ∃x1 . . . ∃xkC ′p,n,k(x1, . . . , xk).

γp(G) = inf{sup{k ∈ ω : G |= Cp,n,k} : n ∈ ω}.

Îïðåäåëåíèå Sz.4
Ïóñòü ε(G) ∈ {0, 1} è

ε(G) = 0 ⇔ kG = 0 äëÿ íåêîòîðîãî k ≥ 1,

ò.å. ïîðÿäîê âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G îãðàíè÷åí.
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Ýëåìåíòàðíàÿ êëàññèôèêàöèÿ
àáåëåâûõ ãðóïï.



Ýëåìåíòàðíàÿ êëàññèôèêàöèÿ àáåëåâûõ ãðóïï

×åðåç Sz(G) = Sz(H) îáîçíà÷àåì, ÷òî ãðóïïû G è H èìåþò
îäèíàêîâûå èíâàðèàíòû Øìåëåâîé.

Òåîðåìà C
Äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï G è H ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) G è H èìåþò îäèíàêîâûå ïðîáëåìû ýëåìåíòàðíûõ èíäåêñîâ,
ò.å. äëÿ ëþáûõ ïîçèòèâíî ïðèìèòèâíûõ ôîðìóë ϕ(x), ψ(x)
âûïîëíåíî [ϕ : ψ,G] = [ϕ : ψ,H];

(ii) G è H ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíû;

(iii) Sz(G) = Sz(H).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îñòàëîñü äîêàçàòü (iii)⇒(i).
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Ñêåò÷ äîêàçàòåëüñòâà (iii)⇒(i)

Äàíî, ÷òî Sz(G) = Sz(H). Äëÿ äàííûõ ï.ï.ô. ϕ(x), ψ(x) íóæíî
ïîêàçàòü, ÷òî [ϕ : ψ,G] = [ϕ : ψ,H].

Äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî:

I ãðóïïû G è H ñ÷¼òíû;

I ε(G) = 1, ò.å. ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ â ãðóïïå G íåîãðàíè÷åí;

I ôîðìóëà ψ(x) ÿâëÿåòñÿ áàçèñíîé;

I ψ(K) ⊆ ϕ(K) äëÿ ëþáîé ãðóïïû K (ïðè íåîáõîäèìîñòè
çàìåíÿåì ϕ(K) íà ϕ(K)⊕ ψ(K)).

Ïðèâåä¼ì çäåñü äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ψ(x)
åñòü p-áàçèñíàÿ ôîðìóëà âòîðîãî ðîäà:

∃y(p`x = pky), ãäå ` < k.
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Ïåðåõîä ê p-áàçèñíûì ïîäãðóïïàì

Îïðåäåëåíèå
Ãîâîðÿò, ÷òî ïîäãðóïïà A ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ p-áàçèñíîé äëÿ G,
åñëè:

I A åñòü ïðÿìàÿ ñóììà öèêëè÷åñêèõ p-ãðóïï è ãðóïï, èçîìîðôíûõ
(Z,+,−, 0);

I A åñòü p-ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà G;

I ôàêòîð-ãðóïïà G/A p-äåëèìà, ò.å. (p | x) äëÿ êàæäîãî x ∈ G/A.

Äëÿ ëþáîé G è ëþáîãî p ñóùåñòâóåò p-áàçèñíàÿ ïîäãðóïïà äëÿ G.

Ëåììà 5
Ïóñòü A � ýòî p-áàçèñíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

(a) αp,n(A) = αp,n(G) è γp(A) = γp(G).

(b) Ïóñòü ϕ(x) � ï.ï.ô., ψ(x) � p-áàçèñíàÿ ôîðìóëà âòîðîãî ðîäà.
Òîãäà [ϕ : ψ,A] = [ϕ : ψ,G].
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Ïóñòü A � ýòî p-áàçèñíàÿ ïîäãðóïïà â G, B � p-áàçèñíàÿ
ïîäãðóïïà â H.

Â ñèëó ëåììû 5 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî [ϕ : ψ,A] = [ϕ : ψ,B].

Äëÿ A è B ìîæíî ïîñ÷èòàòü èíâàðèàíòû Øìåëåâîé.

×åðåç T (G) îáîçíà÷àåì ïåðèîäè÷åñêóþ ÷àñòü ãðóïïû G. ×åðåç Z
îáîçíà÷èì ãðóïïó (Z,+,−, 0).

Óòâåðæäåíèå C.1
Ïóñòü K =

⊕
i∈ωKi � ýòî ãðóïïà, òàêàÿ ÷òî êàæäîå Ki ëèáî

ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé ïîðÿäêà pn äëÿ n ∈ ω, ëèáî Ki
∼= Z.

I Äëÿ n ≥ 1 âåðíî αp,n(K) = |{i ∈ ω : Ki
∼= Z(pn)}|.

I Åñëè ãðóïïà T (K) îãðàíè÷åíà, òî γp(K) = |{i ∈ ω : Ki
∼= Z}|.

I Åñëè T (K) íåîãðàíè÷åíà, òî γp(K) = ω.

Èç ëåììû 5.(a) âûòåêàåò:

I T (A) ∼= T (B);

I åñëè ãðóïïà T (A) îãðàíè÷åíà, òî A ∼= B è [ϕ : ψ,A] = [ϕ : ψ,B].
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Òåïåðü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðóïïà T (A) íåîãðàíè÷åíà, ò.å. T (A)
ñîäåðæèò ïðÿìûå ñëàãàåìûå âèäà Z(pn) äëÿ ñêîëü óãîäíî
áîëüøèõ n ∈ ω.

Óòâåðæäåíèå C.2
Ïóñòü K � àáåëåâà ãðóïïà; θ(x) = ∃y(ptx = psy), ãäå t ≤ s.
I θ(K) = (K[pt] + ps−tK).

I Åñëè K = Z(pn), ãäå n ≥ s, èëè K = Z, òî θ(K) = ps−tK.

Ïóñòü r � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî pr ÿâëÿåòñÿ
êîýôôèöèåíòîì â ôîðìóëàõ ϕ èëè ψ.

Ïóñòü m0 � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî âèäà (s− t) äëÿ ïîäôîðìóë
∃y(ptx = psy), âõîäÿùèõ â ϕ. Ñ÷èòàåì, ÷òî m0 = 0, åñëè òàêèõ
ïîäôîðìóë íåò.

Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ C.2 ñëåäóåò: ϕ(Z) = pm0Z è ψ(Z) = pk−`Z.
Â ñèëó òîãî, ÷òî ψ(Z) ⊆ ϕ(Z), âûïîëíåíî k − ` ≥ m0.

(a) Åñëè k − ` > m0, òî äëÿ ëþáîãî n ≥ r âûïîëíåíî:
[ϕ : ψ,Z(pn)] > 1.
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Çàìå÷àíèå. Åñëè θ(x) � ï.ï.ô., òî θ(K1 ⊕K2) = θ(K1)⊕ θ(K2).

Åñëè k − ` > m0, òî äëÿ ëþáîãî n ≥ r âûïîëíåíî:
[ϕ : ψ,Z(pn)] > 1.

Èç çàìå÷àíèÿ è íåîãðàíè÷åííîñòè ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè T (A)
âûâîäèì, ÷òî [ϕ : ψ, T (A)] = ω.

Òàê êàê T (A) åñòü ïðÿìîå ñëàãàåìîå â A, ïîëó÷àåì, ÷òî
[ϕ : ψ,A] = ω = [ϕ : ψ,B].

(b) Åñëè k − ` = m0, òî äëÿ ëþáîãî n ≥ r âûïîëíåíî
[ϕ : ψ,Z(pn)] = 1.

Òîãäà T (A) = F ⊕
⊕

i∈ωKi, ãäå p
r−1F = 0 è êàæäàÿ Ki

èçîìîðôíà Z(pni) äëÿ ni ≥ r.
Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî:

[ϕ : ψ,A] = [ϕ : ψ, T (A)] = [ϕ : ψ, F ].

Èç òîãî, ÷òî T (A) ∼= T (B), çàêëþ÷àåì, ÷òî [ϕ : ψ,A] = [ϕ : ψ,B].
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Ðàçðåøèìîñòü òåîðèè
àáåëåâûõ ãðóïï.



Íàïîìíèì ôîðìóëû èç îïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòîâ Øìåëåâîé:

(a) Ap,n,k: ñóùåñòâóåò p-÷èñòàÿ ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ⊕
1≤i≤k Z(pn);

(b) Bp,n,k: ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ
⊕

1≤i≤k Z(pn);

(c) Cp,n,k: ñóùåñòâóþò x1, . . . , xk, òàêèå ÷òî äëÿ èõ îáðàçîâ
x′1, . . . , x

′
k â ôàêòîð-ãðóïïå G = G/G[pn] ñîîòâåòñòâóþùèå

ñìåæíûå êëàññû pG+ x′1, . . . , pG+ x′k ëèíåéíî íåçàâèñèìû (íàä
ïðîñòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p) â ôàêòîð-ãðóïïå G/pG;

(d) En èñòèííî â ãðóïïå G òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà nG = 0.

Ïóñòü Γ0 � ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ êîìáèíàöèé ïðåäëîæåíèé
Ap,n,k, Bp,n,k, Cp,n,k, En.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Γ0 ðàçðåøèìî.
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Ñâåäåíèå ê ïðåäëîæåíèÿì èç Γ0

Íàïîìíèì, ÷òî TAG � ýòî òåîðèÿ àáåëåâûõ ãðóïï.
Ìíîæåñòâî Γ0 çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ áóëåâûõ

êîìáèíàöèé ôîðìóë.

Ïðåäëîæåíèå D
Ëþáîå ïðåäëîæåíèå ϕ ñèãíàòóðû σAG ýêâèâàëåíòíî â TAG
ïðåäëîæåíèþ ϕ∗ èç ìíîæåñòâà Γ0. Áîëåå òîãî, ϕ

∗ ñòðîèòñÿ
ýôôåêòèâíî ïî ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïðåäëîæåíèé

X = {¬ψ : ψ ∈ Γ0, (TAG ∪ {ψ}) B ϕ}.
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Äîïóñòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Y = TAG ∪X ∪ {ϕ} ñîâìåñòíî. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ T0 ⊇ Y .

Â ñèëó òåîðåìû Ñ ìíîæåñòâî TAG ∪ (T0 ∩ Γ0) ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì àêñèîì äëÿ òåîðèè T0. Çíà÷èò, TAG ∪ (T0 ∩ Γ0) B ϕ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïðåäëîæåíèå ψ0 ∈ T0 ∩ Γ0, òàêîå ÷òî
TAG ∪ {ψ0}B ϕ, íî òîãäà ¬ψ0 ∈ X ⊆ T0, � ïðîòèâîðå÷èå òîìó, ÷òî
òåîðèÿ T0 íåïðîòèâîðå÷èâà.

Èòàê, ìíîæåñòâî Y = TAG ∪X ∪ {ϕ} íåñîâìåñòíî, ñëåäîâàòåëüíî,
TAG ∪X B ¬ϕ. Ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íàáîð ôîðìóë
¬ψ0, . . . ,¬ψn ∈ X, òàêîé ÷òî TAG ∪ {¬ψ0, . . . ,¬ψn}B ¬ϕ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

TAG B

(
ϕ↔

( ∨
1≤i≤n

ψi

))
.

Èç êîíå÷íîé àêñèîìàòèçèðóåìîñòè TAG âûòåêàåò, ÷òî ïðåäëîæåíèå
ϕ∗ =

∨
i ψi ìîæíî íàéòè ýôôåêòèâíî ïî ϕ.
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Ñâåäåíèå ê ïðåäëîæåíèÿì èç Γ0

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ D òåïåðü äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
ïðåäëîæåíèÿ ψ ∈ Γ0.

ßñíî, ÷òî ψ 6∈ TAG â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò
àáåëåâà ãðóïïà G |= ¬ψ.

Äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì äëÿ ñëåäóþùåé
ïðîâåðêè: ïî äàííîìó ψ ∈ Γ0 ïðîâåðèòü, âûïîëíèìî ëè ψ â
íåêîòîðîé àáåëåâîé ãðóïïå.
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Áàçèñíûå ðàçìåðíîñòè

Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà. Òîãäà îïðåäåëèì áàçèñíûå

(p, n)-ðàçìåðíîñòè (ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ðîäîâ) äëÿ G:

I Dα
p,n(G) = dim((pn−1G)[p]/(pnG)[p]) = sup{k : G |= Ap,n,k}

äëÿ n ≥ 1;

I Dβ
p,n(G) = dim((pn−1G)[p]) = sup{k : G |= Bp,n,k} äëÿ n ≥ 1;

I Dγ
p,n(G) = dim((G/G[pn])/p(G/G[pn])) = sup{k : G |= Cp,n,k}.

Çàìå÷àíèå. Dκ
p,n(G⊕H) = Dκ

p,n(G) +Dκ
p,n(H) ïðè κ ∈ {α, β, γ}.
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Áàçèñíûå ðàçìåðíîñòè äëÿ áàçèñíûõ ãðóïï

Áàçèñíûå ãðóïïû:

I Z(pn), n ∈ ω;
I Z(p∞) � êâàçèöèêëè÷åñêàÿ p-ãðóïïà;

I Q = (Q,+,−, 0);

I Rp � ïîäãðóïïà Q, ñîñòîÿùàÿ èç íåñîêðàòèìûõ äðîáåé k
m , ãäå

ÍÎÄ(m, p) = 1.
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Áàçèñíûå ðàçìåðíîñòè äëÿ áàçèñíûõ ãðóïï

Ëåììà 6
Ïóñòü κ ∈ {α, β, γ}; A � áàçèñíàÿ ãðóïïà.

(a) Dκ
p,n(A) ∈ {0, 1}.

(b) Dκ
p,n(Q) = 0.

(c) Ïóñòü q 6= p. Åñëè A � ýòî q-ãðóïïà èëè A = Rq, òî D
κ
p,n(A) = 0.

(d) Dα
p,n(A) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A = Z(pn).

(e) Äëÿ A = Z(pm) âûïîëíåíî:
I Dβ

p,n(A) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m < n;
I Dγ

p,n(A) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m ≤ n.

(f) Dβ
p,n(Z(p∞)) = 1 è Dβ

p,n(Rp) = 0.

(g) Dγ
p,n(Z(p∞)) = 0 è Dγ

p,n(Rp) = 1.

Í.À. Áàæåíîâ Ýëåìåíòàðíûå òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï (÷àñòü 3) 13.04.2023 23 / 30



Ðàçðåøèìîñòü òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï

Îñíîâíàÿ òåîðåìà (Â. Øìåëåâà, 1955)
Òåîðèÿ àáåëåâûõ ãðóïï TAG ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ψ � ýòî ïðåäëîæåíèå èç Γ0. Íåîáõîäèìî
àëãîðèòìè÷åñêè ïðîâåðèòü, âûïîëíèìî ëè ψ â íåêîòîðîé àáåëåâîé
ãðóïïå G.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ψ � ýòî êîíúþíêöèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà
ïðåäëîæåíèé Ap,n,k, Bp,n,k, Cp,n,k, En è èõ îòðèöàíèé.

Ïóñòü n∗, k∗ � ýòî ìàêñèìàëüíûå ÷èñëà (ñðåäè n è k
ñîîòâåòñòâåííî), äëÿ êîòîðûõ Sp,n,k (ãäå S ∈ {A,B,C}) ÿâëÿåòñÿ
ïîäôîðìóëîé ôîðìóëû ψ.

Í.À. Áàæåíîâ Ýëåìåíòàðíûå òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï (÷àñòü 3) 13.04.2023 24 / 30



Ñëó÷àé 1. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ ω ïðåäëîæåíèå ψ ñîäåðæèò
êîíúþíêò En = ∀x(nx = 0).

Åñëè n = 0, òî En òîæäåñòâåííî èñòèííî è åãî ìîæíî óäàëèòü èç
ôîðìóëû ψ.

Åñëè n = 1, òî En èñòèííî ëèøü íà íóëåâîé ãðóïïå, ïîýòîìó
ïðîâåðêà âûïîëíèìîñòè ψ ðàçðåøèìà.

Ïóñòü n = ps00 · p
s1
1 · . . . · psrr . Òîãäà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü

âûïîëíèìîñòü ψ òîëüêî â êëàññå ãðóïï âèäà

G =
⊕
i≤r

Gi,

ãäå Gi � ýòî íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíàÿ ïðÿìàÿ ñóììà ãðóïï, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ èçîìîðôíà îäíîé èç ãðóïï Z(pti) äëÿ íåêîòîðîãî t ≤ si.

Áîëåå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â êàæäîé Gi äëÿ êàæäîãî t ≤ si
ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì k∗ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ âèäà Z(pti).

Çíà÷èò, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âûïîëíèìîñòü ψ â êîíå÷íîì êëàññå
Kψ êîíå÷íûõ ãðóïï, è ýòîò êëàññ Kψ íàõîäèòñÿ ýôôåêòèâíî ïî ψ.
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Ñëó÷àé 2. Ïóñòü ïðåäëîæåíèå ψ íå ñîäåðæèò êîíúþíêòîâ âèäà
En = ∀x(nx = 0).

Íàïîìíèì, ÷òî âñå áàçèñíûå ðàçìåðíîñòè äëÿ ãðóïïû Q ðàâíû 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ïðåäëîæåíèÿ Sp,n,k (ãäå S ∈ {A,B,C})
è ëþáîé ãðóïïû G âûïîëíåíî:

G |= Sp,n,k ⇔ (G⊕Q) |= Sp,n,k.

Â ãðóïïå G⊕Q âñå ïðåäëîæåíèÿ En, n ≥ 1, ëîæíû.
Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ψ � ýòî êîíúþíêöèÿ ôîðìóë âèäà

Sp,n,k è èõ îòðèöàíèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ψ èñòèííî â íåêîòîðîé ãðóïïå G. Òîãäà
ðàññìîòðèì ãðóïïó

G1 =
⊕
p

((⊕
n≥1

⊕
0≤i<αp,n(G)

Z(pn)

)
⊕
( ⊕

0≤i<βp(G)

Z(p∞)

)
⊕

⊕
( ⊕

0≤i<γp(G)

Rp

))
.

Ãðóïïû G è G1 èìåþò îäèíàêîâûå èíâàðèàíòû Øìåëåâîé, ïîýòîìó
ïî òåîðåìå C ïîëó÷àåì, ÷òî G1 |= ψ.
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Ïóñòü P ∗ � (êîíå÷íîå) ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë p, òàêèõ
÷òî ïîäôîðìóëû Sp,n,k âõîäÿò â ψ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ïðåäëîæåíèå ψ áóäåò èñòèííî è â ãðóïïå

G2 =
⊕
p∈P∗

((⊕
n≥1

⊕
0≤i<α∗

p,n

Z(pn)

)
⊕
( ⊕

0≤i<β∗
p

Z(p∞)

)
⊕
( ⊕

0≤i<γ∗
p

Rp

))
,

ãäå α∗p,n = min(αp,n(G), k∗), β∗p = min(βp(G), k∗) è
γ∗p = min(γp(G), k∗).

Èç ëåììû 6 âûòåêàåò, ÷òî ψ áóäåò èñòèííî â ãðóïïå

G3 =
⊕
p∈P∗

(( ⊕
1≤n≤n∗

⊕
0≤i<α∗

p,n

Z(pn)

)
⊕
( ⊕

0≤i<ŝ

Z(pn
∗+1)

)
⊕

⊕
( ⊕

0≤i<β∗
p

Z(p∞)

)
⊕
( ⊕

0≤i<γ∗
p

Rp

))
,

ãäå ŝ = min
(∑

n>n∗ α∗p,n, k
∗).
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G3 =
⊕
p∈P∗

(( ⊕
1≤n≤n∗

⊕
0≤i<α∗

p,n

Z(pn)

)
⊕
( ⊕

0≤i<ŝ

Z(pn
∗+1)

)
⊕

⊕
( ⊕

0≤i<β∗
p

Z(p∞)

)
⊕
( ⊕

0≤i<γ∗
p

Rp

))
.

Ïîòåíöèàëüíûõ ¾êàíäèäàòîâ¿ â ãðóïïû G3, â êîòîðûõ ìîæåò
áûòü èñòèííî ψ, óæå êîíå÷íîå ÷èñëî. Â ñàìîì äåëå, èìååò ìåñòî:

I P ∗ � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ýôôåêòèâíî ñòðîÿùååñÿ ïî ψ;

I ïàðàìåòðû n∗, k∗ íàõîäÿòñÿ ýôôåêòèâíî ïî ψ;

I ÷èñëà α∗p,n, β
∗
p , γ
∗
p , ŝ íå ïðåâîñõîäÿò k

∗.
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Çíà÷èò, ïî äàííîìó ïðåäëîæåíèþ ψ ìîæíî ýôôåêòèâíî:

1. Íàéòè ïàðàìåòðû P ∗, n∗, k∗.

2. Ïîñòðîèòü êîíå÷íûé ñïèñîê ïîòåíöèàëüíûõ ¾êàíäèäàòîâ¿ G3.

3. Äëÿ êàæäîãî ¾êàíäèäàòà¿ G3 ïðè ïîìîùè ëåììû 6 íàéòè åãî
áàçèñíûå ðàçìåðíîñòè Dκ

p,n(G3) äëÿ p ∈ P ∗ è n ≤ n∗. Ïî ýòèì
ðàçìåðíîñòÿì óæå ìîæíî ïðîâåðèòü, âåðíî ëè G3 |= ψ.

Ïðåäëîæåíèå ψ âûïîëíèìî â íåêîòîðîé àáåëåâîé ãðóïïå G â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ψ èñòèííî â îäíîì èç ¾êàíäèäàòîâ¿ G3.
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Çàêëþ÷åíèå

Èòàê, â êóðñå óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

Òåîðåìà C
Àáåëåâû ãðóïïû G è H ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíû â òîì è òîëüêî

òîì ñëó÷àå, êîãäà èõ èíâàðèàíòû Øìåëåâîé ñîâïàäàþò.

Òåîðåìà (Â. Øìåëåâà, 1955)
Òåîðèÿ àáåëåâûõ ãðóïï ðàçðåøèìà.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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